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1 Bignamino di Formalismo HamiltonianoIn questa sezione 
'è un riassunto sulle trasformazioni 
anoni
he, le funzioni generatri
i, l'equazione di Hamilton-Ja
obi, le variabili azione-angolo e la teoria delle perturbazioni. Sono argomenti su 
ui è fa
ile fare eser
izi in modome

ani
o, ma è fa
ile non 
apire di 
he si tratta. È il motivo per 
ui ripeto in sintesi i fatti della teoria e per 
uisi sono al
uni eser
izi teori
i.1.1 Le trasformazioni 
anoni
he1.1.1 Il problemaConsidera un Hamiltoninana H(q, p, t), e una trasformazione regolare di 
oordinate
Q = Q(q, p, t)

P = P (q, p, t).
(1.1)Esiste K = K(Q,P, t) tale 
he

{

q̇ = ∂H
dp

ṗ = −∂H
dq

se e solo se {

Q̇ = ∂K
dP

Ṗ = −∂K
dQ

? (1.2)In altre parole, il sistema di equazioni di�erenziali nelle variabili Q,P è hamiltoniano? E se lo è, qual è l'Hamilto-niana?Risolvere questo problema è utile per
hé in al
uni 
asi il sistema nelle nuove variabili è piú fa
ilmente risolubiledi quello nelle ve

hie.1.1.2 Un esempioSia H = 1
2q

2 + 1
2p

2 e sia data la trasformazione:
Q = p+ q

P = q.
(1.3)La trasformazione inversa è

q = P

p = Q− P
(1.4)Le equazioni del moto, nelle ve

hie variabili sono:

(1)

{

q̇ = p

ṗ = −q. (1.5)Nelle nuove variabili le equazioni si ottengono utilizzando le equazioni (1) e le trasformazioni di 
oordinate. Siottiene:
(2)

{

Q̇ = ṗ+ q̇ = −q + p = Q− 2P

Ṗ = q̇ = p = Q− P.
(1.6)Un sistema di�erenziale è Hamiltoniano se esiste l'hamiltoniana, 
ioè se esiste una funzione K(P,Q) tale 
he

Q̇ =
∂K

∂P

Ṗ = −∂K
∂Q

.

(1.7)Nel nostro 
aso, questo a

ade se una delle seguenti 
ondizioni equivalenti è soddisfatta:i) la forma di�erenziale (P −Q)dQ+ (Q− 2P )dP è 
hiusa2



ii) divQ,P (

Q−2P
Q−P

)

= 0Ed in e�etti divQ,P (

Q−2P
Q−P

)

= 1 − 1 = 0. Per la determinare la Hamiltoniana K bisogna trovare la primitiva dellaforma di�erenziale (P −Q)dQ+(Q−2P )dP . Integrando nella variabile Q si ottiene: K(P,Q) = −Q2

2 +QP +g(P ),dove g si determina imponendo ∂K

∂P
= Q − 2P . Si ottiene Q +

∂g

∂P
= Q − 2P , quindi g(P ) = P 2. In de�nitiva

K(P,Q) = −Q2

2 +QP + P 2.1.1.3 Un esempio molto parti
olareSia H = p2

2 , e sia P = p2, Q = q la trasformazione assegnata. Nelle nuove variabili il sistema di�erenziale è
Q̇ =

√
P , Ṗ = 0, 
he è hamiltonianio di halmiltoniana K = 2

3P
3

2 . D'altra parte per l'hamiltoniana H = qp2

2 , ilsistema trasformato Q̇ =
√
P , Ṗ = −P 3

2 non è hamiltoniano.In questo esempio la trasformazione porta il sistema di Hamiltoniana H = p2

2 in un sistema hamiltoniano,mentre porta il sistema di hamiltoniana H = qp2

2 in un sistema 
he non è hamiltoniano.Il fatto importante è 
he esistono inve
e trasformazioni 
he portano sistemi Hamiltoniani in sistemi Hamiltonianiqualunque sia l'Hamiltoniana di partenza. Nel seguito 
hiamerò trasformazioni 
anoni
he tali trasformazioni.Eser
izio 1.1 (teori
o) Provare 
he ogni 
ambiamento lineare invertibile per sistemi a un grado di libertà di
oordinate è 
anoni
o nel senso detto sopra.Una 
lasse di trasformazioni 
anoni
he è quella dei di�eomor�smi simpletti
i (nel seguito 
hiamate trasforma-zioni simpletti
he):
Q = Q(q, p)

P = P (q, p)
(1.8)è un di�eomor�smo simpletti
o se lo ja
obiano della trasformazione è simpletti
o per ogni valore di (q, p):

D =

(

∂qQ ∂pQ

∂qP ∂pP

)

: DJDt = J dove J =

(

0 I

−I 0

) (1.9)(in dimensione n > 2, la matri
eD è una matri
e 2n×2n, dove ogni blo

o è de�nito nel modo ovvio: ∂Q
∂q

è la matri
edelle derivate delle n funzioni Qi rispetto alle n variabili qj , 
ioè (∂qQ)i,j = ∂Qi

∂qj
et
. . Per queste trasformazioni, nel
aso in 
ui H non dipenda dal tempo la regola per trovare la nuova Hamiltoniana è K(Q,P ) = H(q(Q,P ), p(Q,P )).In sintesi esistonoa) trasformazioni 
he trasformano un sistema hamiltoniano di hamiltoniana H assegnatain un altro sistema hamiltonianob) trasformazioni 
anoni
he 
he trasformano un sistema hamiltoniano in un sistemahamiltoniano qualunque sia l'hamiltoniana H
) trasformazioni simpletti
he, 
ioè quelle 
he veri�
ano l'identità (1.9). In parti
olarequeste trasformazioni sono 
anoni
he. La nuova Hamiltoniana si ottiene sempli
ementeesprimendo la ve

hia nelle nuove 
oordinate K(Q,P ) = H(q(Q,P ), p(Q,P )).Nel seguito mi interesserò solo alle trasformazioni simpletti
he, 
he 
hiamerò, 
on abuso di linguaggio, 
anoni
he.1.2 Trasformazioni simpletti
he indipendenti dal tempoCondizioni equivalenti di simpletti
ità sono:1) lo ja
obiano è una matri
e simpletti
a; 3



2) {Qi, Qj} = 0 = {Pi, Pj}, ∀i, j, {Qi, Pj} = δij (le parentesi di Poisson sono de�nite da
{f, g} = ∂qf ·∂pg−∂pf ·∂qg, e sono un prodotto antisimmetri
o per le funzioni regolaridi (q, p));3) la forma di�erenziale p dq−P dQ =

∑

i(pi dqi−Pi dQi) =
∑

i(pi dqi−
∑

j(∂qj
Qi dqj +

∂pj
Qi dpj)) è 
hiusa (lo
almente esatta).4) ne esistono altre ( vedi �parentesi di lagrange� sui testi di me

ani
a analiti
a).Eser
izio 1.2 (teori
o) Veri�
a 
he le 
ondizioni 1,2,3 sono equivalenti e 
he impli
ano la 
anoni
ità della tra-sformazione.Eser
izio 1.3

Q = log
(

1
q

sin p
)

P = q 
tg p (1.10)Dove è de�nita? Qual è l'inversa? È 
anoni
a?SoluzionePer
hé la traformazione abbia senso deve essere 1
q

sin p > 0, dunque (q, p) devono essere nelle regioni q > 0 e
p ∈ (2kπ, 2(k + 1)π), 
on k ∈ Z, o nelle regioni q < 0 e p ∈ (2k − 1π, 2kπ), 
on k ∈ Z. In entrambi i 
asio an
he lase
onda equazione ha senso, infatti essa ha singolarità solo per sin p = 0. Quindi la trasformazione è de�nita nelleregioni des
ritte sopra.Per 
al
olare l'inversa bisogna esprimere (q, p) in funzione di (Q, P ). Comin
io 
on l'invertire il logaritmo:
sin p = qeQ. Dalla se
onda sin p = q

P
cos p. Ma allora qeQ = q

P
cos p. Dunque

p = ± arccos
(

PeQ
)

.Inserendo questa relazione nella prima equazione ottengo
q = ±

√

1 − P 2eQe−Q.I segni si determinano a se
onda della regione in 
ui si inverte la trasformazione.Per veri�
are la 
anoni
ità è su�
iente 
al
olare veri�
are se {Q,P} = 1. Cal
olo quindi lo Ja
obiano dellatrasformazione.






∂Q

∂q

∂Q

∂p
∂P

∂q

∂P

∂p






=

( − 1
q


tg p
tg p −q(1 + 
tg2p)

) (1.11)Ma allora {Q,P} = 1.Eser
izio 1.4
Q = 2a log p+ log q
P = −pbq log q

(1.12)Trovare per quali valori di a e b è 
anoni
a. Considera l'hamiltoniana H = 1
2p

2q2(log q)2, e il dato iniziale
(q(0), p(0)) = (e, 1

e
). Trova la soluzione delle equazioni del moto utilizzando la trasformazione 
anoni
a trovata.Soluzione Cal
olo lo Ja
obiano







∂Q

∂q

∂Q

∂p
∂P

∂q

∂P

∂p






=

( 1
q

2a 1
p

−pb(log q + 1) −bpb−1q log q

) (1.13)4



Impongo {Q, P} = 1:
−1

q
bpb−1q log q + 2a

1

p
pb(log q + 1) = 1,
ioè:

pb−1(−b log q + 2a log q + 2a) = 1.Se deve fare 1, in parti
olare non deve dipendere da p. Dunque b = 1. Ottengo
(2a− 1) log q + 2a = 1.Ma non deve dipendere nemmeno da q, dunque 2a = 1. Quindi per b = 1 e a = 1

2 la trasformazione è 
anoni
a.La trasformazione 
er
ata è
Q = log p+ log q

P = −pq log q.
(1.14)La nuova Hamiltoniana è K(P,Q) = H(p(Q,P ), q(Q,P )) = 1

2P
2. Ma allora le equazioni del moto sono

Q̇ = P

Ṗ = 0,
(1.15)
he hanno soluzioni

Q(t) = Q(0) + P (0)t

P (t) = P (0).
(1.16)Impongo il dato iniziale e ottengo Q(0) = 0 e P (0) = −1. Quindi:

Q(t) = −t
P (t) = −1.

(1.17)Ma allora posso 
er
are di esprimere la soluzione nelle ve

hie variabili attraverso la trasformazione inversa. Dopoun pò di algebra si ottiene
q = e−Pe

−Q

p = eQ+Pe−Q

.
(1.18)Dunque

q(t) = ee
t

p(t) = e−t−e
t

.
(1.19)Come visto negli eser
izi pre
edenti, la simpletti
ità si 
ontrolla sia 
al
olando l'esattezza della forma di�eren-ziale p dq− P dQ, sia 
al
olando le parentesi di Poisson. Nel 
aso di un sistema ad un grado di libertà, questi 
ontisono parti
olarmente sempli
i. Infatti, per antisimmetria, {Q,Q} = {P, P} = 0 qualunque siano le funzioni Q e P .Dunque la 
ondizione di simpletti
ità è sempli
emente {Q,P} = 1.In più dimensioni il 
al
olo si 
ompli
a. Ad esempio 
onsidera l'eser
izioEser
izio 1.5 Veri�
are la 
anoni
ità di:

Q1 = q1q2
Q2 = q1 + q2
P1 = p1−p2

q2−q1
+ 1

P2 = q2p2−q1p1
q2−q1

− (q2 + q1).

(1.20)In questo 
aso le relazioni per le parentesi di Poisson da veri�
are sono:
{Q1, Q2} = {P1, P2} = {Q1, P2} = {P1, Q2} = 0
{Q1, P1} = {Q2, P2} = 0.

(1.21)5



1.3 Funzioni generatri
i e trasformazioni 
anoni
he dipendenti dal tem-poLa 
ondizione di simpletti
ità 3), può essere riformulata nel modo seguente:esiste F (p, q) tale 
he p dq − P dQ = dF .Un modo di usare questo fatto è pensare 
he la trasformazione assegnata permetta di 
onsiderare le q e le Q
ome variabili indipendenti. In tal 
aso an
he nelle variabili (q, Q) deve valere p dq − P dQ = dF , dove al postodi p e P avremo s
ritto la loro espressione in termini di (q, Q). Ma allora la trasformazione deve veri�
are: esiste
F = F (q,Q) tale 
he:

p(q,Q) = ∂qF (q,Q)
P (q,Q) = −∂QF (q,Q).

(1.22)L'utilità di questo ragionamento è 
he per avere una trasformazione 
anoni
a è su�
iente dare una funzione F (q,Q),di de�nire le funzioni p(q,Q) e P (q,Q) attraverso le de�nizioni 1.22 e poi invertire la prima rispetto a Q, in mododa ottenere Q = Q(q, p) e P = P (q, p). Ovviamente per fare 
iò deve valere almeno la 
ondizione di invertibilitàlo
ale det (∂q∂qF (q,Q)) 6= 0.Eser
izio 1.6 Trovare i valori dei parametri per 
ui la trasformazione seguente è 
anoni
a, 
ostruendo la funzionegeneratri
e di tipo F = F (q,Q):
Q =

√
peaq

P = −pbeq; (1.23)La 
ondizione di 
anoni
ità espressa tramite la funzione generatri
e è parti
olarmente utile nel 
aso di trasfor-mazioni dipendenti dal tempo. Infatti, una trasformazione
Q = Q(q, p, t)

P = P (q, p, t)
(1.24)è 
anoni
a se è simpletti
a per ogni t. Questo è equivalente al fatto 
he, detta H la ve

hia hamiltoniana (an
hedipendente dal tempo) e detta K la nuova, esista una funzione F (p, q, t) tale 
he:

p dq −H(p, q, t)dt = P dQ−K(P,Q, t) + dF (p, q, t).An
he in questo 
aso, se si possono 
onsiderare le q e le Q 
ome variabili indipendenti si ottiene
p(q,Q, t) = ∂qF (q,Q, t)
P (q,Q, t) = −∂QF (q,Q, t).

(1.25)E non solo, ottenuta la trasformazione, si ottiene an
he la nuova hamiltoniana:
K(Q,P, t) = H(q(Q,P, t), p(Q,P, t), t) + ∂tF (q(Q,P, t), p(Q,P, t), t). (1.26)Eser
izio 1.7 Risolvere le equazioni di Hamilton per l'hamiltoniana H = − pq

2t log
(

p
2t

), utilizzando la trasforma-zione 
anoni
a generata da F (q,Q, t) = q2eQt.1.3.1 Altri tipi di funzioni generatri
ipuò essere 
onveniente pensare l'espressione
p dq −H dt = P dQ−K dt+ dF (1.27)in termini di altre 
oppie di variabili. Considera ad esempio (q, P ): è utile s
ivere P dQ = d(PQ)−QdP e de�nire

S = F + PQ; ottieni:
p dq −H dt = −QdP −K dt+ dS, (1.28)6



dove p,Q,H,K, S le stai pensando 
ome funzioni di (q, P, t). In tal 
aso la 
ondizione di 
anoni
ità (e quindi latrasformazione in forma impli
ita, assegnata la funzione S) diventa:
p(q, P, t) = ∂qS(q, P, t)
Q(q, P, t) = ∂PS(q, P, t),

(1.29)e la relazione tra le hamiltoniane e S: K = H + ∂tS.Eser
izio 1.8 (teori
o) Trovare tutte le relazioni 
he de�nis
ono una trasfomazione 
anoni
a, assegnata una fun-zione di qualunque 
ombinazione delle variabili; quante sono per un sistema a n gradi di libertà? Ad esmpio, usa
ome variabili indipendenti (q, P ), (P, q), (p, P ), e, a due gradi di libertà (q1, P1, p2, Q2).Eser
izio 1.9 (teori
o) Data H e la trasformazione delle sole 
oordinate Q = Q(q, t), puoi ottenere una trasfor-mazione 
anoni
a nel seguente modo: s
rivi la lagrangiana in (q, q̇), 
ambia il sistema di 
oordinate e s
rivi lanuova hamiltoniana; hai dunque trovato una legge di trasformazione degli impulsi. Prova 
he la trasformazione 
hehai ottenuto è generata da S = PQ(q, t).Eser
izio 1.10 Determinare una trasformazione 
anoni
a tra quelle generate da F = αqaQb, 
he trasformi l'ha-miltoniana H = 1
2

(

1
q2

+ p2q4
) nell'hamiltoniana di un os
illatore armoni
o.Eser
izio 1.11 Studiare il moto del sistema di Hamiltoniana

H =
p2
1

2m
+

1

2m
(p2 − kq1)

2, (1.30)mediante la trasformazione 
anoni
a generata da F = kq1Q2 − p2Q2 + p2P1.Eser
izio 1.12 Determinare il moto del sistema di Lagrangiana
L = qq̇2, (1.31)passando all'hamiltoniana e utilizzando la trasformazione 
anoni
a generata da F (p,Q) = − p3

12Q .1.4 Equazione di Hamilton Ja
obiCome si è visto una trasformazione 
anoni
a può rendere banalmente integrabile le equazioni di Hamilton. Peró,
hi ti di
e 
ome trovare la trasformazione? Tentiamo allora di 
er
are una funzione generatri
e S(q, P, t) tale 
hela nuova hamiltoniana K sia esattamente 0. In tal 
aso, infatti, le equazioni nelle nuove varibili (Q,P ) sono banali:
Q̇ = 0

Ṗ = 0,
(1.32)dunque nota la trasfomazione si può risalire al moto nelle variabili q, p. Come deve essere fatta una tale S? Devevalere: ∂qS = p e K = 0, 
ioè:

H (q, ∂qS(q, P, t), t) + ∂tS(q, P, t) = 0. (1.33)Per Hamiltoniane indipendenti dal tempo, si può 
er
are una soluzione del tipo S(q, P, t) = W (q, P ) − Pnt, dove
Pn è l'ultimo impulso: l'equazione di H.J. diventa (equazione 
aratteristi
a di H.J.):

H (q, ∂qW (q, P, t)) = Pn. (1.34)In realtà, inve
e di 
er
are S dipendente dal tempo 
he renda nulla l'Hamiltoniana, puoi pensare 
he basta trovare
W 
he rende 
ostante l'Hamiltoniana. Infatti puoi pensare 
he la funzione generatri
e W rende l'hamiltonianauguale ad uno dei nuovi impulsi; an
he 
osí le equazioni di Hamilton sono banali:

Q̇i = ∂Pi
K = 0 i = 1, ... n− 1

Q̇n = ∂Pn
K = 1

Ṗi = −∂Qi
K = 0 i = 1, ... n.

(1.35)Come si pro
ede in prati
a? Sempre e solo per separazione di variabili; in al
uni rari 
asi 
i si ries
e (sistemiintegrabili) in generale no. Separazione di variabili signi�
a 
he 
er
hi la soluzione 
ome somma di n funzioniognuna delle quali dipende solo da una delle ve

hie 
oordinate. Il fatto 
he si ries
a a trovare la soluzione dipendedal fatto 
he dentro H la dipendenza delle variabili è separtata.7



1.4.1 Esempio
H = 1

2

(

q2(p1q1)
2 + p2

)2. Cer
o la funzione W ((q1, q2, a1, a2) = A(q1, a1, a2) + B(q2, a1, a2). I parametri a1, a2saranno i nuovi impulsi. La separazione di variabili in questo 
aso 
onsiste nel 
er
are la funzione W 
ome lasomma di una funzione 
he dipende solo da q1 e di una funzione 
he dipende solo da q2.L'equazione da risolvere è:
1

2

(

q2(q1∂q1A)2 + ∂q2B
)2

= a2. (1.36)Stai 
er
ando B in modo 
he non dipenda da q2, ma solo da q1. Dall'equazione puoi ri
avare:
∂q2B = ±

√
2a2 − q2(q1∂q1A)2 (1.37)peró in questa espressione ∂q2B dipendende da q1 e da A(q1); l'uni
a possibilità 
he ho è dunque 
he la 
ombinazione

q1∂q1A non dipenda da q1, 
ioè: q1∂q1A = a1, ovvero A(q1) = a1 log q1. A questo punto posso risolvere an
hel'equazione in B infatti ∂q2B = ±√
2a2 − q2a

2
1 è una funzione della sola q2 e dei nuovi impulsi. Riassumendo,ottieni:

W = a1 log q1 ±
√

2a2q2 −
1

2
q22a

2
1. (1.38)La trasformazione generata da W è:

Q1 = log q1 − a1q
2
2

Q2 = ± q2√
2a2

p1 =
a1

q1

p2 = ±
√

2a2 − a2
1q2.

(1.39)Usando la soluzione delle equazioni del moto per l'hamiltonianaK e tornando indietro 
on la trasformazione, ottieni:
q2(t) = ±

√

2a2(0)(Q2(0) + t)

q1(t) = eQ1(0)+2a1(0)a2(0)(Q2(0)+t)2

p1 = a1(0)e−Q1(0)−2a1(0)a2(0)(Q2(0)+t)2

p2 = ±
√

2a2(0)(1 − a2
1(0)(Q2(0) + t)).

(1.40)Il segno +,− lo determini a se
onda del segno di q2(p1q1)
2 + p2 = ±√

2a2. Nella soluzione 
ompaiono i termini
Q1(0), Q2(0), a1(0), a2(0), 
he trovi imponendo i dati iniziali.OSSERVAZIONE 1. La separazione di variabili funziona per
hé la dipendenza da p1, q1 dell'hamiltoniana èisolata nel termine (p1q1)

2, 
ioè abbiamo potuto risolvere separatamente l'equazione per A nella variabile q1 senza
oinvolgere l'altra variabile.OSSERVAZIONE 2. In e�etti, 
i sei rius
ito per
hé oltre all'energia 
'è un altro integrale primo, esattamente
p1q1, infatti a1 si 
onserva. L'esistenza di questo integrale primo ti ha permesso di portare il moto alle quadrature,
osì 
ome a

ade nei problemi lagrangiani. In generale, peró, il tipi
o integrale primo 
he ti 
apita di trovarerisolvendo l'equazione di H.J. non è un momento 
he proviene da una simmetria della lagrangiana. Consideraad esempio le Hamiltoniane: H1 = 1

2

(

q22(p1q1)
2 + p2

2

) e H2 = 1
2

(

q22(p2
1 + q21) + p2

2

). Per H1 si 
onserva p1q1 e lalagrangiana è L = 1
2

(

q̇22 +
q̇2
1

q2
2
q2
1

), 
he ha il gruppo ad un parametro di simmetrie gτ(q1q2) =
(

eτ q1
q2

). Per H2 si 
onserva
p2
1 + q21 , la lagrangiana è L = 1

2

(

q̇2
1

q2
2

+ q̇22 + q21q
2
2

) 
he non ha evidenti simmetrie.OSSERVAZIONE 3. I nuovi impulsi li s
egli tu, mentre risolvi l'equazione di H.J.. Infatti potevi, ad esempio,de
idere 
he ∂q1Aq1 = a2
2, oppure log a2, o a1a2, ..., o potevi de
idere 
he H = a1 + a2. Avresti ottenuto unasoluzione di H.J. 
on una diversa dipendenza dai nuovi impulsi, 
he 
omunque risolveva il problema. In sostanza,s
egli 
ome impulsi una qual
he 
ombinazione delle 
ostanti da 
ui la soluzione di H.J. dipende. Inoltre la soluzionedi H.J. deve dipendere da un numero di 
ostanti pari ai gradi di libertà in modo non triviale (
'è 
omunque una
ostante additiva 
he si può aggiungere a W ).8



1.5 Costruzione delle variabili azione-angolo1.5.1 Variabili azione-angolo per l'os
illatore armoni
oConsidera l' os
illatore armoni
o:
H =

1

2
(p2 + ω2q2).La soluzione dell'equazione di H.J. èW (q, α) =

∫ q
dq

√

2α− ω2q2. Nel piano delle fasi l'integrale primo dell'energia,
ioè α, individua la 
urva 
hiusa Cα des
ritta da p = ±
√

2(α− ω2q2), 
he interse
a l'asse delle q in ±
√

2α
ω

.La variabile d'azione è:
I =

∫

Cα
p dq = 2

π

∫

√

2α
ω

0
dq

√

2α− ω2q2 =

= 2
π

∫

√

2α
ω

0

√
2α

√

1 −
(

ωq√
2α

)2

d
(

ωq√
2α

)

= 2
π

2α
ω

∫ 1

0 dξ
√

1 − ξ2 = α
ω
.

(1.41)Come determini la variabile angolare 
onigata ad I? Pensando W 
ome funzione di I e derivandola rispetto ad I:
φ = ∂IW (q, I) = ∂I

∫ q
dq

√

2ωI − ω2q2 = ω
∫ q dq√

2ωI
√

1− ω
2I
q2

=
∫

√
ω
2I dξ√

1−ξ2
= arcsin(

√

ω
2I q),

(1.42)ovvero q =
√

2I
ω

sinφ. Sostituendo nell'hamiltoniana: K(I) = α(I) = Iω. Quindi, dalle equazioni di Hamilton nellevariabili (φ, I):
İ = −∂K

∂φ
= 0

φ̇ =
∂K

∂I
= ω,

(1.43)
ioè la frequenza della variabile angolare è la frequenza dell'os
illatore armoni
o.1.5.2 Un esempioConsidera l'hamiltoniana: H = 1
2p

2
x + 1

2x
2(p2

φ − cosφ).a) Risolvi l'equazione di H.J. per separazione di varibili, e ridu
i il moto alle quadrature, 
er
ando W =

A(x, α, β) +B(φ, α, β) (α, β saranno i nuovi impulsi)b) Determina la regione dello spazio delle fasi un 
ui il moto si può des
rivere in variabili azione-angolo.
) In questa regione trova le frequenze dei moti quasi periodi
i.Soluzionea) Cer
a: W = A(x, α, β) +B(φ, α, β) (α, β saranno i nuovi impulsi). L'equazione da risolvere è:
1

2
(∂xA)

2
+

1

2
x2

(

(∂φB)
2 − cosφ

)

= α. (1.44)Ries
i a risolverla ponendo (∂φB)
2 − cosφ = β. Ottieni:

B = ±
∫ φ

dφ
√

β + cosφ, A = ±
∫ x

dx
√

2α− βx2. (1.45)Hai risolto l'eq. di H.J. , quindi puoi s
rivere le formule di quadratura (
ioé la soluzione in forma impli
ita delleequazioni del moto) pro
edendo 
osí: 
hiama qα, qβ le nuove 
oordinate asso
iate ai nuovi impulsi α, β; le determiniattraverso W :
qα = ∂αW = ±

∫ x dx√
2α−βx2

qβ = ∂βW = ±
∫ x −x2 dx

2
√

2α−βx2
±

∫ φ dφ

2
√
β+cosφ

.
(1.46)9



Nota 
he ai �ni della soluzione espli
ita del moto, sono questi gli integrali 
he può essere utile 
al
olare espli
ita-mente, e non quelli 
he de�nis
ono W . Le formule di quadratura le ottieni dalle equazioni di Hamilton nelle nuovevariabili 
he ti di
ono 
he α, β, qβ = c2 sono 
ostanti, mentre qα(t) = c1 + t:
c1 + t = ∂αW = ±

∫ x(t) dx√
2α−βx2

c2 = ∂β = ±
∫ x(t) −x2 dx

2
√

2α−βx2
±

∫ φ(t) dφ

2
√
β+cosφ

.
(1.47)b) Hai due integrali primi α, β. Questo ti permette di 
apire 
ome è fatto il moto (analisi qualitativa). Pro
edi
osí. Controlla per prima 
osa quali sono i valori possibili per i due integrali primi: β = p2

φ+cosφ, dunque β ≥ −1.La proiezione dell'orbita sul piano 
oordinato φpφ, è 
ostituita dai punti (±π
2 , 0) per β = −1; da due 
urve 
hiuseper −1 < β < 1; due separatri
i (omo
line per la periodi
ità di φ) ed un punto �sso per β = 1; due 
urve periodi
heper β > 1.
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 La proiezione dell'orbita sul piano x px è fatta 
osí: se β > 0 deve essere α = 1
2 (p2

x + βx2) > 0, quindi la proiezioneè una 
urva 
hiusa simmetri
a rispetto agli assi, 
he interse
a l'asse delle x nei punti x = ±
√

2α
β
; se β < 0, e α > 0,la proiezione 
onsiste in due 
urve aperte 
he interse
ano l'asse delle px in px = ±

√
2α; se β < 0, α < 0 due 
urveaperte 
he interse
ano l'asse delle x in x = ±

√

2α
β
.Dunque, se α > 0 e 0 < β < 1, l'orbita vive sul prodotto diretto delle due 
urve 
hiuse proiezioni sui due piani
oordinati; 
hiama Cφ(α, β), Cx(α, β) queste due 
urve rispettivamente. L'orbita vive dunque su una varietà in

R4 di�eomorfa ad un toro bidimensionale. In questo 
aso ha senso tentare di s
rivere le variabili azione-angolo,
ioé di tentare di des
rivere il moto attraverso delle variabili angolari 
he esprimano la rotazione sul toro. Ci ries
is
egliendo 
ome nuovi impulsi non α, β, ma delle loro opportune funzioni (variabili d'azione) 
he determini nelmodo seguente: saranno gli integrali della forma p dq, divisi per 2π , sulle 
urve 
he hai ottenuto proiettando ilmoto sui piani 
oordinati; tali integrali dipendono evidentemente da α, β:
I1 = 1

2π

∫

Cφ(α, β)
pφ dφ = 2

π

∫ arccos(−β)

0

√
β + cosφdφ

I2 = 1
2π

∫

Cx(α, β) px dx = 2
π

∫

q

2α
β

0

√

2α− βx2dx.
(1.48)Hai introdotto I1, I2 
ome funzioni di α, β, in linea di prin
ipio puoi invertire questa funzione da R2 in R2, perottenere α, β in funzione di I1, I2; la funzione generatri
e adesso è W pensata 
ome funzione di I1, I2 attraverso

α, β. Questa s
elta assi
ura 
he le 
oordinate 
oniugate sono delle variabili angolari, sono 
ioé periodi
he di periodo
2π; 
hiama γ1 γ2 queste nuove variabili. Chi è la nuova Hamiltoniana? EvidentementeK(I1, I2) = α(I1, I2), dunquele equazioni del moto sono:

γ̇1 = ∂I1α(I1, I2)
γ̇2 = ∂I2α(I1, I2)

İ1 = 0

İ2 = 0.
(1.49)10
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 Nota 
he la regione α > 0, 0 < β < 1 non è l'uni
a alla quale 
orrispondono moti quasi periodi
i sul toro. Infattian
he se α > 0 e β > 1 il moto è quasi periodi
o sul toro; l'uni
a di�erenza è 
he la 
urva 
hiusa nel piano φ, pφ é√
β + cosφ al variare di φ ∈ [0, 2π], quindi I1 = 1

2π

∫ 2π

0

√
β + cosφ dφ. Nota 
he nonostante φ sia già una variabileangolare, 
he des
rive 
on periodi
ità 2π la proiezione dell'orbita, non è la variabile angolare giusta per
hé la suavelo
ità angolare non è 
ostante.
) Le frequenze ωi = ∂Ii

α(I1, I2) sono 
ostanti, in quanto dipendono da I1, I2 
he sono delle 
ostanti del moto;essendo γi degli angoli, in e�etti ωi sono le frequenze delle rotazioni. Il moto nelle singole variabili angolari è dunqueuna rotazione 
on velo
ità angolare 
ostante; globalmente è un moto quasi-periodi
o su un toro.Come 
al
oli le frequenze ωi? Devi 
al
olare le derivate di α rispetto alle variabili d'azione, peró hai adisposizione solo l'espressione delle variabili d'azione in funzione di α, β. Dunque pro
edi 
osí:
(

∂I1α ∂I2α

∂I1β ∂I2β

)

=

(

∂αI1 ∂βI1
∂αI2 ∂βI2

)−1

=
1

∂αI1∂βI2 − ∂αI2∂βI1

(

∂βI2 −∂βI1
−∂αI2 ∂αI1

) (1.50)Ora:
∂αI1 = 0

∂βI1 =
1

π

∫ arccos(−β)

0

1√
β + cosφ

dφ

l∂αI2 =
2

π

∫

q

2α
β

0

1
√

2α− βx2
dx

∂βI2 = − 1

π

∫

q

2α
β

0

x2

√

2α− βx2
dx.

(1.51)In�ne:
ω1(α, β) = − ∂βI2

∂αI2∂βI1
ω2(α, β) =

1

∂αI2
. (1.52)1.5.3 Un altro esempioConsidera l'Hamiltoniana:

H =
1

2
P 2
x +

1

2
P 2
y (1 + x2) +

1

2
(1 + x2)y2. (1.53)a) Risolvi, per separazione di variabili, l'equazione di Hamilton Ja
obi per H .b) Determina la regione dello spazio delle fasi in 
ui il moto può essere des
ritto in variabili azione-angolo.
) Cal
ola espli
itamente l'espressione dell'Hamiltoniana in termini delle variabili d'azione, e le frequenze deimoti multiperiodi
i.d) Considera il moto di dato iniziale

x(0) = 0
Px(0) = a

y(0) = 0
Py(0) = 1,

(1.54)11




on a ∈ R; trova i valori di a per 
ui è periodi
o.e) Trova il periodo del moto per a = 1.f) Dis
uti la stabilità della soluzione stazionaria
x(0) = 0
Px(0) = 0

y(0) = 0
Py(0) = 0.

(1.55)Soluzionea) Cer
a una soluzione dell'equazione 
aratteristi
a di Hamilton-Ja
obi del tipo:
W (x, y, α, β) = A(x) +B(y). (1.56)Sostituendo:

1

2
(∂xA)2 +

1

2
(1 + x2)

(

(∂yB)2 + y2
)

= α. (1.57)Ottengo la soluzione ponendo (∂yB)2 + y2 = β:
B(y, β) = ±

∫ y
dy

√

β − y2

A(x, α, β) = ±
∫ x

dx
√

2α− β − βx2.
(1.58)Nota 
he sono ammissibili solo i valori β ≥ 0 e α ≥ β

2 , altrimenti ottieni per A e B quantità immaginarie.b) La regione dello spazio delle fasi in 
ui il moto é multiperiodi
o è data da β > 0, α > β
2 .
) Devi 
al
olare:

I1 =
2

π

∫

√
β

0

dy
√

β − y2

I2 =
2

π

∫

q

2α−β
β

0

dx
√

2α− β − βx2.

(1.59)Ri
orda 
he
2

π

∫

√

2h
ω

0

dq
√

2h− ω2q2 =
h

ω
. (1.60)Ottieni:

I1 =
β

2
, I2 =

(

α− β

2

)

1√
β
. (1.61)Dunque la nuova Hamiltoniana è:

K = α =
√

2I1I2 + I1. (1.62)Le frequenze:
ω1 = I2√

2I1
+ 1 = 1

2 + α
β

ω2 =
√

2I1 =
√
β.

(1.63)d) Sostituendo il valore del dato iniziale in α, β ottieni:
ω1 = 1 +

a2

2
, ω2 = 1 (1.64)Il moto è periodi
o se e solo se a2 ∈ Q.e) per a = 1, ω1

ω2

= 3
2 , dunque T = 3T1 = 2T2. T2 = 2π

ω 2
= 2π, dunque T = 4π.f) Le equazioni di Hamilton sono

ẋ = Px
Ṗx = −x

(

P 2
y + y2

)

ẏ = Py(1 + x2)

Ṗy = −y(1 + x2).
(1.65)Considera il dato iniziale: 12



x(0) = 0
Px(0) = ε

y(0) = 0
Py(0) = 0,

(1.66)
he è una pi

ola perturbazione della posizione stazionaria. La soluzione delle equazioni di Hamilton è:
x(t) = −tε
Px(t) = ε

y(t) = 0
Py(t) = 0.

(1.67)Dunque la posizione di equilibio è instabile.1.6 Teoria delle perturbazioniSupponi di avereH(φ, I) = H0(I)+εH1(ψ, I), dove le variabili (ψ, I) sono variabili azione-angolo per l'hamiltoniana
osiddetta imperturbata H0.Stai 
ioè pensando di perturbare 
on εH1(ψ, I) un'hamiltoniana integrabile H0, pensando 
he ε sia un parametroreale pi

olo. Per l'hamiltoniana H l variabili d'azione non sono piú 
ostanti del moto (infatti H dipende an
hedalle ψ), e il nuovo sistema non sarà in generale integrabile; peró a tempi �ssati ti aspetti di 
ompiere un erroredi oridine ε 
onsiderando la soluzione della hamoltoniana imperturbata (s
rivi le equazioni del moto: troverai
İ = O(ε)). Un modo per migliorare questa approssimazione è quello di 
er
are una trasformazione 
anoni
a 
heporti l'hamiltoniana data in una in 
ui all'ordine zero non 
i sia dipendenza dalle variabili angolari, e la dipendenzada ε sia al se
ondo ordine, 
ioè K(ψ,A) = K0(A) +O(ε2).Come si fa? Conviene 
er
are una funzione generatri
e vi
ina alla funzione generatri
e dell'identità, infattiall'ordine 0 in ε la trasformazione 
he stiamo 
er
ando non deve operare, per
hé l'hamiltoniana all'odine 0 è già invariabili azione-angolo, 
ioè integrabile. Dunque 
er
hiamo S(ψ,A) = ψ ·A+ εW (ψ,A). La trasfomazione indottada S è data impli
itamente da:

I = ∂φS = A+ ε∂φW (φ,A)
ψ = ∂AS = φ+ ε∂AW (φ,A).

(1.68)Non è espli
ita, peró I = A+O(ε), ψ = φ+O(ε). Ma allora possiamo espli
itarla in (A, ψ) almeno �no all'ordine
ε 
he è quello 
he 
i interessa:

φ = ψ − ε∂AW (φ,A) = ψ − ε∂AW (φ+O(ε), A) = ψ − ∂AW (ψ,A) +O(ε2)
I = A+ ε∂φW (ψ +O(ε), A) = A+ ε∂φW (ψ,A) +O(ε2).

(1.69)La nuova Hamiltoniana sarà:
K = H0(A+ ε∂φW (ψ,A) +O(ε2))
+εH1(A+ ε∂φW (ψ,A) +O(ε2), ψ − ε∂AW (ψ,A) +O(ε2)).

(1.70)Sviluppando �no all'ordine ε:
K(ψ,A) = H0(A) + ε (∂AH0(A) · ∂ψW (ψ,A) +H1(ψ,A)) +O(ε2). (1.71)Il problema è risolto se rius
i a trovare W tale 
he l'ordine ε sia nullo, 
ioè:

∂AH0(A) · ∂ψW (ψ,A) +H1(ψ,A) = 0. (1.72)Conviene lavorare in serie di Fourier, infatti le variabili ψ sono variabili angolari. Ti ri
ordo 
he stiamo lavorando indimensione maggiore di uno, dunque nelle formule pre
edenti e seguenti, se d è la dimensione, ψ, A, k sono vettoridi dimensione d. La serie di Fourier è de�nita da:
W (ψ,A)

∑

k∈Zd

eik·ψŴ (k,A), (1.73)dove k · ψ =
∑d

j=1 kjψj , e i 
oe�
ienti di Fourier sono dati da:
Ŵ (k,A) =

1

(2π)d

∫

Td

dψ1 . . . dψde
−ik·ψW (ψ,A), (1.74)13



dove T d è il toro d-dimensionale su 
ui vivono le variabili angolari ψ1, . . . ψd.Per trovare W ti basta dunque trovarne i 
oe�
ienti di Fourier; l'equazione per i 
oe�
ienti è:
iŴ (k,A) (∂AH0(A) · k) + Ĥ1(k,A) = 0. (1.75)Quando puoi risolvere questa equazione lineare per Ŵ (k,A)? Evidentemente 
i ries
i a meno 
he ∂AH0(A) ·k = 0 e

Ĥ1(k,A) 6= 0 e ries
i a risommare la serie 
he de�nis
e W . Se H1 ha solo un numero �nito di 
oe�
ienti di Fourierpossono a

adere sostanzialmente tre 
ose.a) I valori di k per 
ui ∂AH0(A) · k = 0 annullano an
he Ĥ1(k,A); dunque
Ŵ (k,A) =

{

i
Ĥ1(k,A)
∂AH0(A)·k

0

se Ĥ1(k,A) 6= 0altrimenti; (1.76)quindi W l'hai trovata e dunque sei rius
ito a portare la perturbazione al se
ondo ordine; la nuova hamiltonianaall'ordine 0 è K0(A) = H0(A), (
ioè sono uguali, ma la variabile A non è I...).b) Termine di media non nullo: 
ome sopra tranne 
he Ĥ1(0), A) 6= 0 (qui O dentro H è il vettore nulloin Zd; palesemente non puoi de�nire Ŵ (0, A) per
hé nell'equazione ha 
oe�
iente 0 davanti; peró Ĥ1(0), A) =
1

(2π)d

∫

Td dψW (ψ,A) è il valor medio sul toro di H1, dunque non dipende dalle variabili angolari, puoi 
ioèin
orporarlo dentro H0:
H(φ, I) =

(

H0(I) + εĤ1(0, I)
)

+ εH̃1(φ, I), (1.77)dove H̃1(φ, I) = H1(φ, I) − Ĥ1(0), I) ha ora media nulla, 
ioè ˆ̃
H1(0, I) = 0; ti ridu
i 
ioè al 
aso pre
edente, peróla nuova hamiltoniana all'ordine 0 nella nupva variabile A è K0(A) = H0(A) + εĤ1(0, A);
) risonanza: per qual
he k diverso del vettore nullo, ∂AH0(A) · k = 0 mentre Ĥ1(k,A) 6= 0; in tal 
aso nonpuoi rimuovere la perturbazione di ordine ε per quel parti
olare valore di k.1.6.1 EsempiConsidera l'hamiltoniana H = 1

2

(

p2
1 + p2

2

)

+ 1
2

(

q21 + ω2q22
)

+ εq21q2, 
on ω 6= 0. Per ε = 0 è intergabile, infatti è lasomma delle hamiltoniane di due os
illatori armoni
i disa

oppiati: H0 = 1
2 (p2

1 + q21) + 1
2 (p2

2 +ω2q22). Passa dunquealle variabili azione-angolo separatamente nella 
oppia di variabili 
oniugate. Ottieni
q1 =

√
2I1 sinφ1

q2 =
√

2I1
ω

sinφ2

I1 = α1 = 1
2 (p2

1 + q21)
I2 = α1 = 1

2 (p2
2 + ω2q22).

(1.78)In variabili azione angolo per l'hamiltoniana 
on ε = 0, tutta l'hamiltoniana assegnata, diventa: H = H0 + εH1 =

I1 + ωI2 + ε
(

a sin2 φ1 sinφ2

), dove a(I1, I2) = 2
√

2
ω
I1I

1

2

2 . Tenta di rimuovere il primo ordine della perturbazione,
er
a 
ioè una funzione W (ψ,A) tale 
he valga in trasformata di Fourier:
iŴ (k,A) (∂AH0(A) · k) + Ĥ1(k,A) = 0. (1.79)Ti serve trovare la trasformata di H1. La dipendenza angolare è sin2 φ1 sinφ2. Ora

sinψ =
1

2i

(

eiψ − e−iψ
)

. (1.80)Dunque, svolgendo il quadrato e i prodotti:
H1 =

a

4i

(

eiψ2 − e−iψ2

)

− a

8i

(

ei(2ψ1+ψ2) − e−i(2ψ1+ψ2) + e−i(2ψ1−ψ2) − ei(2ψ1−ψ2)
)

. (1.81)Dunque i valori di k per 
ui la trasformata di Fourier di H1 non è nulla, sono
k = ±

(

0

1

)

, ±
(

2

1

)

, ±
(

2

−1

)

. (1.82)Per 
ontrollare se ti trovi nel 
aso a) o nel 
aso 
) (il 
aso b) è es
luso per
hé H1 è a media nulla, 
ioè la trasformataper k = (0, 0) è zero), devi determinare ∂AH0(A) =
(

1
ω

). Controlla se k ·∂AH0(A) = 0. Vale k ·∂AH0(A) = k1 +ωk2,14



ma allora per poter rimuovere il primo ordine ti basta 
he k1 +ωk2 6= 0 per i valori di k 
he hai determinato sopra.Sostituendo: ω, 2 + ω, 2 − ω devono essere diversi da zero, 
ioè ω 6= 0, 2,−2. In tal 
aso puoi pro
edere e ottieni:
Ŵ (±(0, 1), A1, A2) =

I1I
1

2

2

ω
√

2ω
; Ŵ (±(2, 1), A1, A2) = − I1I

1

2

2

2(2+ω)
√

2ω

Ŵ (±(2,−1), A1, A2) =
I1I

1

2

2

2(2−ω)
√

2ω
.

(1.83)Chi è la nuova hamiltoniana all'ordine 0? K0 = A1 + ωA2.Eser
izio 1.13 Considera H = I1ω1 +
I2
2
ω2

2 + εI2
1I

2
2 sin2 φ1 sin2 φ2. Rimuovi la perturbazioe al primo ordine.SoluzioneUsando l'espressione esponenziale del seno, si ottiene:

sin2 ψ1 sin2 ψ2 =

1

16

(

4 + ei(2ψ1−2ψ2) + e−i(2ψ1−2ψ2) + ei(2ψ1+2ψ2) + ei(2ψ1+2ψ2)

−2ei2ψ1 − 2e−i2ψ1 − 2ei2ψ2 − 2e−i2ψ2

)

.

(1.84)Dunque:
Ĥ1(k1, k1, A1, A2) = A2

1A
2
2 ·















1
4 k = (0, 0)
1
16 k = ±(2, 2), ±(2,−2)
− 1

8 k = ±(2, 0), ±(0, 2)
0 altrimenti. (1.85)La media è nulla, dunque devi portare il termine di media in H0, 
ioè l'hamiltoniana imperturbata 
he devi
onsiderare è

H̃0 = H = I1ω1 +
I2
2ω2

2
− ε

4
I2
1I

2
2 . (1.86)Sotto quali 
ondizioni ries
i a rimuovere la perturbazione al primo ordine? Cal
ola le frequenze ∂AH1 =

(

ω1

A2ω2

).Allora deve essere:
ω1 ± 2A2ω2 6= 0, ω1 6= 0, A2ω2 6= 0. (1.87)In tal 
aso:

Ŵ (±(2,−2), A) = ±i A2
1A

2
2

32(ω1 − A2ω2)
, Ŵ (±(2, 2), A) = ±i A2

1A
2
2

32(ω1 +A2ω2)
, (1.88)

Ŵ (±(2, 0), A) = ∓iA
2
1A

2
2

16ω1
, Ŵ (±(0, 2), A) = ∓iA

2
1A

2
2

16ω2
. (1.89)La nuova hamiltonianana all'ordine 0 (
he in realtà dipende da ε, ma non dalle variabili angolari) è K0 = A1ω1 +

A2

2
ω2

2 − ε
4A

2
1A

2
2.Che su

ede nelle risonanze, 
ioè, ad esempio, se ti interessa il moto nella regione intorno a A2 = 2ω1

ω2

? Nonpuoi rimuovere tutto il primo ordine; in prati
a sopravvive un termine di ordine ε 
he dipende dalle ψ. Operando
ome sopra, non puoi risolvere l'equazione per i 
oe�
ienti di W 
on k = ±(2,−2); i 
orripondenti termini di H1sopravvivono , e sono:
A2

1A
2
2

16

(

ei(2ψ1−2ψ2) + e−i(2ψ1−2ψ2)
)

=
A2

1A
2
2

8
cos(2ψ1 − 2ψ2). (1.90)L'hamiltoniana 
he ottieni è:

K = A1ω1 +
A2

2ω2

2
− ε

4
A2

1A
2
2 + ε

A2
1A

2
2

8
cos(2ψ1 − 2ψ2). (1.91)
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