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Introduzione

Uno degli scopi di questo corso è farti conoscere alcuni argomenti della matematica che
possono esserti utile come esperto di tematiche ambientali. Una parte del corso sarà dedicata
ai metodi della statistica, con esercitazioni con R in laboratorio. In queste note troverai poco
di questi argomenti, perché esistono testi soddisfacenti, che elenco nel paragrafo successivo.
Qui troverai invece gli appunti sulla parte di modellistica matematica. In estrema sintesi,
un modello matematico consiste in

a) identi�care varibili e parametri con cui decrivere alcuni aspetti di un fenomeno;

b) inventare/scoprire le relazione matematiche tra queste grandezze;

c) esplorare con strumenti analitici e numerici il comportamento del modello, in particolare

� fare previsioni

� studiare come cambia il modello al cambiare dei parametri

� validare il modello, cioè confrontare gli esiti dell'esplorazione con il comportamento
reale del sistema.

Incontrerai, presumibilmente, due tipi di di�coltà. La prima è che potresti far fatica a seguire
alcuni passaggi e alcuni ragionamenti, perché hai dimenticato molta della matematica che ti
è stata insegnata nella triennale. In questi appunti ci sono esercizi che servono a risvegliare
le tue competenze matematiche, ma il corso non tratta di questo, ha ambizioni maggiori che
insegnarti di nuovo i logaritmi (ma servirà anche a questo).
La seconda di�coltà è più sottile e ha a che fare con l'interazione tra i due piani descrittivi,
quello naturalisitico e quello matematico. Questa interazione è indispensabile nei punti a)
e b), in cui la comprensione degli aspetti biologici e ambientali si deve tradurre in relazioni
matematiche (ti aiuterà il fatto che in molti casi queste realazioni sono di pochi tipi di�erenti).
Nel punto c), invece, è solo la matematica che deve parlare, con i suoi metodi deduttivi. La
di�coltà consiste nel non confondere la spiegazione matematica con quella naturalisitica.
L'utilità della matematica è proprio qui: dopo aver stabilito il modello, non serve l'intuito o
l'esperienza o qualche conoscenza più profonda: è solo il ragionamento, aitutato da strumenti
analitici e numerici, che ci permette di arrivare a una descrizione quantitativa e qualitativa
del fenoneno.
Questa relazione tra matematica e natura è chiarissima in �sica (per esempio non possiamo
mandare un razzo sulla Luna a �intuito�), mentre solo alcuni aspetti delle scienze naturali
sono matematizzati, e questo rende più facile la confusione tra i due piani.
Faccio un esempio in dettaglio. Il modello preda-predatore è stato inventato negli anni
20 del 1900, indipendentemente da due scienziati, Lotke (bio�sico, chimico, statistico) e
Volterra (�sico-matematico di questo ateneo). In particolare Volterra si interessò al fatto
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che, durante la prima guerra mondiale, il numero di pesci predatori nel mare Adriatico
crebbe in corrispondenza del diminuire della pesca delle specie adatte al consumo umano. Ci
occuperemo di questo famoso modello, qui noto solo che, una volte comprese le relazioni tra le
grandezze in gioco, si possono matematicamente ottenere varie conclusioni, sulla numerosità
dei pesci preda e dei pesci predatori:

i. le due numerosità hanno un andamento periodico nel tempo;

ii. le numerosità medie nel tempo dipendono solo dai parametri del sistema, quindi anche se
improvvisamente aggiungessimo prede al sistema, o eliminassimo la metà dei predatori,
le medie non cambierebbero;

iii. se cambiamo i parametri del sistema, rendendo più semplice la vita delle prede (simu-
lando in questo modo la riduzione della pesca), allora il numero medio di prede non
cambia, mentre il numero medio di predatori aumenta.

Si possono dare delle spiegazioni naturalistiche di queste conclusioni, per esempio

i. se le prende crescono di numero, allora i predatori possono nutrirsi di più, dunque
cresceranno di numero facendo decrescere il numero di prede; questo fatto comporte-
rà la diminuzione del numero di predatori che permetterà così l'aumento delle prede,
chiudendo il ciclo;

ii. il sistema è in equilibrio ecologico, e non cambia se si cambiano arti�cialmente le
numerosità delle popolazioni (se no non sarebbe un equilibrio);

iii. in una catena tro�ca, le specie più in alto traggono maggior vantaggio da un aumento
delle risorse alla base.

Non c'è nulla di biologicamente errato in questo ragionamenti, ma sono di qualità di�erente
da quelli matematici, infatti sono descrittivi, mentre quelli matematici sono deduttivi. In
un ragionamento matematico, le conclusioni sono inevitabili conseguenze delle premesse; per
cambiare conclusioni si devovono cambiare le ipotesi di partenza del modello, approfonden-
done la compensione. Le spiegazioni naturalistiche in questo caso riassumono le conclusioni
matematiche, e la loro ragionevolezza ci fa capire che il modello ha una sua solidità dal pun-
to di vista biologico. D'altra parte, la matematica contribuisce ad ampliare le conoscenze
non solo con le sue deduzioni, ma anche costringendo lo scienziato a trovarne una sintesi
naturalistica (farò esempi a proposito dello shift dei sistemi ecologici).

In questo corso tenterò di insegnarvi a distingure i ragionamenti matematici da quelli natu-
ralistici, mostrandovi come la matematica permetta a volte di raggiungere conclusioni altri-
menti inaccesibili, e come alcuni concetti matematici in realtà siano alla base di descrizioni
naturalistiche che oggi ci sembrano ovvie.

Fonti

BDM Benedetto, Degli Esposti, Ma�ei: Matematica per le scienze della vita, CEA terza
edizione 2015

WS M.C. Whitlock, D. Schulter: Analisi statistica dei dati biologici, Zanichelli 2010
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Capitolo 1

Richiami sulle funzioni elementari

Scopo di questa sezione è rinfrescare qualche nozione di matematica elementare in termini
modellistici. Lo farò discutendo alcuni semplici esercizi. Trovate esempi più dettagliati e la
teoria su [BDM capp. 5,6,7,8].

1.1 Leggi lineari

Esercizio 1. Pressione

La pressione atmosferica a livello del mare è di (circa) una atmosfera, e cresce di (circa) una atmosfera
ogni 10 metri di profondità.

a. Scrivi la legge P (h) che esprime il valore della pressione P in funzione del valore della profondità
h.

b. Disegnane il gra�co

c. Cosa è proporzionale nella legge che hai scritto?

d. Disegna il gra�co di P (h). Cosa rappresenta geometricamente il coe�ciente di h?

Risposte

a. P (h) = 1 + h/10

b. Il gra�co è rappresentato da una retta (anzi da una semiretta, perché la legge descritta
non ha senso per h < 0).

c. Sono proporzionali la variazione di pressione ∆P e la variazione di profondità ∆h. Più
formalmente, dati h1 e h2,

∆h = h2 − h1, ∆P = P (h2)− P (h1) = ∆h/10

d. Il coe�ciente di proporzionaltà tra ∆P e ∆h è la velocità media di variazione di P
con h, ed è costante:

∆P

∆h
=

1

10

qualunque siano h1 e h2.
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Esercizio 2. Crescita di una larva - BDM esempio 5.1.7 e seguenti

La massa m di una larva di insetto pesa alla nascita 10 g, dopo 20 ore pesa 24 g, dopo 30 ore pesa
30 g.

a. Quanto pesa la larva dopo 10 ore dalla nascita?

b. E dopo 25?

c. E dopo 40?

Va notato che la velocità media di variazione tra t = 0 e t = 20 è diversa da quella tra t = 24
e t = 30. Per dare un valore di m(10) si ricorre all'interpolazione lineare tra i dati per
t = 0 e t = 20. Per dare un valore di m(25) si ricorre all'interpolazione tra i dati per t = 20
e t = 30. Per dare un valore di m(40) si ricorre all'estrapolazione lineare usando i dati
per t = 20 e t = 30.

Ricordo che si de�nisce il concetto �sico e matematico di velocità istantanea passando
al limite il valore della velocità media mandano a 0 l'incremento. Supponendo di conoscere
tutti i valori di m(t), la velocità di variazione istantanea al tempo t è

lim
∆t→0

∆m

∆t
= lim

∆t→0

m(t+ ∆t)−m(t)

∆t

Come è noto, questo valore è per de�nizione la derivata di m(t) (si vedano [BDM capp. 7,
8] per i richiami su limiti e derivate).

La tecnica di interpolazione e estrapolazione e il concetto di derivata sono due dei motivi
che spiegano l'abbondanza delle leggi lineari in natura: per piccole variazioni, ogni funzione
regolare è ben approssimata da una retta. Vedi [BDM parr. 8.1 e 8.3]

1.2 Leggi esponenziali

Esercizio 3. Duplicazione batterica

Sia N(t) il numero di batteri all'ora t, in una capsula Petri in cui si possono riprodurre senza vincoli.
Supponiamo che N(0) = 103, e che N raddoppi ogni ora.

a. Quanto vale N(t)?

b. Supponiamo che N raddoppi ogni 3 ore. Quanto vale N(t)?

c. Quali quantità sono proporzionali?

Risposte

a. N(t) = 103 × 2t

b. N(t) = 103 × 2t/3

c. rispondo dopo
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Le due leggi appena scritte sono leggi esponenziali. In matematica si usa esprimere le leggi
un una base particolare, il numero e, per motivi legati alle proprietà delle derivate. Ricordo
che lnx è la funzione inversa dell'esponenziale ex. cioè

ln ex = x, e eln y = y

Dunque
2t = eln 2t = et ln 2

dove ho usato la proprietà dei logaritmi

ln ab = b ln a

In generale, la legge di crescita che abbiamo descritto ha la forma

N(t) = N0eαt

e non è evidentemente una legge lineare, infatti la velocità di crescita media non è costante.
Calcoliamo la velocità istantanea, facendo la derivata:

N ′(t) = N0αeαt = αN0eαt = αN(t)

Dunque in una legge di crescita esponenziale, la velocità istantanea di variazione è propor-
zionale alla numerosità.
Un altro modo per descrivere questo modello è di ricordare che il tasso di variazione è
proprio il rapporto tra la velocità di variazione e la quantità che stiamo considerando. Per
esempio, tornando all'esempio dei batteri, se la popolazione duplica in un ora, allora il tasso
medio di variazione in un'ora è

N(t+ 1)−N(t)

N(t)
= 2 = 200%

È da notare che che il tasso istantaneo di variazione è invece ln 2 ≈ 0.7. Le leggi esponenziali
descrivono fenomeni con tassi di variazione costanti, ma l'intervallo su cui viene misurato il
tasso deve essere �sso, al variare dell'ampiezza dell'intervallo cambia anche il tasso.

Siamo passati dalle leggi lineari, in cui la velocità di variazione è costante, a una legge in cui
la velocità di variazione non è costante ma proporzionale alla quantità stessa. Torneremo su
questo punto.

1.3 Le scale delle grandezze e i logaritmi

Nei paragra� precedenti ho provato a convincervi che se sto studiando un fenomeno per
piccole variazioni delle grandezze in gioco, mi posso aspettare una proporzionalità tra esse,
che sarà falsa man mano che le variazioni crescono.
In genere, un fenomeno viene descritto per un intervallo (un �range�) di valori delle variabili
che �ssa la scala in cui analizzarlo. Nell'esempio della larva l'intervallo è [0, 40], dunque la
scala è quella della decina di gironi. Nell'esempio della pressione non è speci�cato, ma la
legge scritta varrà �no a che l'acqua può essere considerata incomprimibile, anche a 10 000
metri di profondità.

Al cambiare della scala, un particolare aspetto di un fenomeno cambia radicalmente. Per
esempio, concentriamoci su cosa c'è intorno a noi alle varie scale di distanze.
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1 m una stanza

100 m il quartiere

10 km la città

1000 km la nazione

100 000 km il nostro pianeta e lo spazio quasi �no alla luna

La scala è ben descritta dal logaritmo della grandezze. Infatti, in questo esempio, se considero
il logaritmo in base 10 ottengo la sequenza 0, 2, 4, 6, che si ottiene con incrementi costanti,
ai quali corrispondono grandezze moltiplicate per 100 = 102.
Quando si vogliono rappresentare fenomeni a scale di�erenti si usano gli assi logaritmici
(vedi [BDM par. 6.2, in particolare le �gure 6.26, 6.27, 6.28])

Un fatto importante è che la legge esponenziale f(x) = aeαx, usando un asse verticale
logaritmico è descritta da una retta, infatti

ln f(x) = ln a+ αx

Due insegnamenti;
1. nelle leggi esponenziali c'è una relazione di proporzionalità tra la scala del fenomeno e la
variabile indipendente;
2. le leggi esponenziali si rappresentano (e si cercano) utilizzando preferibilmente assi verticali
logaritmici.

Ci si potrebbe chiedere quali sono i fenomeni naturali in cui bisogna tenere conto della
variazione di scala. Faccio due esempi, ma ne faremo altri
1. L'acidità delle acque in�uisce molto sulla biologia delle specie che le abitano. L'acidità si
misura con il pH, che è

pH = − log[H+]

cioè l'opposto del logaritmo in base 10 della concentrazione di ioni idrogeno in moli per
litro. Se il pH è 7, la concentrazione è 10−7 mol/ `. Se cambia il pH cambia la scala della
concentrazione, e sono questi cambiamenti che hanno realmente e�etti biologici (vedi BDM
esempi 6.2.11-14).
2. La legge (empirica) di Weber-Fechner asserisce che la variazione della risposta �siologica a
uno stimolo è proporzionale allo stimolo stesso. Per fare un esempio, avvertiamo facilmente
la di�erenza in peso tra 100 grammi e 110 grammi, quella tra 1000 e 1100, ma abbiamo
di�coltà a distinguere 1000 grammi da 1010 grammi. In formule, se con S indichiamo lo
stimolo, e con p la percezione,

∆p = k
∆S

S

che possiamo riscrivere come
∆S

∆p
= S/k

Questa relazione è la stessa che abbiamo provato per le leggi esponenziali. Passando al limite

S ′(p) = S/k, da cui S = S0e(p−p0)/k
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(scritta in questo modo sono sicuro che per p = p0 si ha S = S0). Però sono interessato
alla percezione in funzione dello stimolo, cioè alla funzione inversa p = p(S). Passando ai
logaritmi si ottiene

p(S) = p0 + k ln
S

S0

In entrambi questi esempi ho descritto dei parametri biologici che dipendono dal logaritmo
di quelli �sico/ambientali, cioè dalla loro scala. Per questo il logaritmo dovrebbe essere il
migliore amico dello scienziato ambientale.

In questo esempio ho mescolato ragionamenti �siologici a questione matematiche. Distinguia-
mole. Questa è una assunzione del modello, che riassume sempli�candole, delle osservazioni
empiriche di �siologia:
(P) la variazione di percezione è proporzionale alla variazione speci�ca dello
stimolo.
In simboli matematici

∆p = k
∆S

S

Con questa equazione abbiamo terminiato la formulazione del modello, perché abbiamo tro-
vato la legge che lega le quantità che ci interessano (in questo caso percezione e stimolo).
Da questo punto in poi usiamo solo, deduttivamente, la matematica per ottenere informa-
zioni da questo modello. Il primo passaggio che abbiamo fatto è stato di scrivere il rapporto
incrementale dello stimolo in funzione della percezione, poi siamo passati al limite, trifor-
mulando il modello in termini di velocità istantanea di variazione. In�ne abbiamo risolto
l'equazione di�erenziale e abbiamo manipolato la soluzione con le regole degli esponenziali
e dei logaritmi:

S ′(p) = S/k, da cui S(p) = S0e(p−p0)/k, o, equivalentemente p(S) = p0 + k ln
S

S0

.

Questa espressione ci dice che
(C) la percezione dipende linearmente dal logaritmo dello stimolo.
Si noti che l'a�ermazione (C), non è quella di partenza: l'ipotesi che usiamo per costruire il
modello è l'a�ermazione (P), l'a�ermazione (C) si ottiene deduttivamente da (P).

1.4 Leggi a potenza

Le leggi a potenza sono le funzioni del tipo

f(x) = axα.

Al variare di α queste funzioni hanno di�erenti aspetti. (puoi vedere il loro gra�co su BDM
cap 5). Hanno una notevole rilevanza in �siologia e anche in biologia.

Esercizio 4. Formiche giganti

Supponi di ingrandire una formica di un fattore `, cioè di moltiplicare tutte e tre le dimensioni
spaziali per `, immaginando di ottenere un organismo con le stesse caratteristiche della formica
originaria.
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Come varia la massa? Come varia l'area della sezione di una zampa? Come varia la pressione che
il peso esercita sulla sezione della zampa?

In questo esercizio si dà per scontato che la formica ingrandita abbia la stessa densità di
massa della formica piccola, cioè sia fatta delle stesse sostanze. Il volume scala con `3,
poiché la densità e costante, anche la massa, che è pari alla densità per il volume, scala come
`3. L'area della sezione della zampa, invece, scala come `2, mentre la pressione, che è pari
alla forza (in questo caso la forza peso) diviso l'area della sezione, scala come

`3/`2 = `

Ne segue che portare le dimensioni di una formica da un millimetro a un metro, aumenta la
pressione sulle zampe di mille volte.
Questo esempio serve per far notare che la biologica di un organismo ha la sua scala di
validità, e per cambiare scala sono necessari adattamenti �siologici importanti.

Esercizio 5. Super�ci e volumi

Nello sviluppo degli organismi, le crescite dei tessuti sono a volte fenomeni di super�cie. È dunque
utile calcolare come scala la super�cie all'aumentare del volume.
Poiché il volume V scala come la lunghezza al cubo, possiamo invertire questa relazione e a�ermare
che la lunghezza scala con V 1/3; la super�cie scala come la lunghezza al quadrato, e dunque come
V 2/3.

L'esponente 2/3 che abbiamo ottenuto nell'esercizio si incontra spesso nelle leggi allometriche,
cioè nelle leggi che esprimono delle relazioni quantitative tra le parti degli organismi.
Per esempio, il peso dell'uovo degli uccelli va come il peso dell'uccello elevato alla 2/3,
considerando uccelli di specie di�erenti.

In questo gra�co che ho preso da S.J. Gould Bravo brontosauro par. 7, �Le uova del kiwi e la
campana della libertà�, è riportato un tipo gra�co il scala logaritmica �dal topo all'elefante�
(in questo caso dal colibrì al moa), cioè un gra�co in cui sono riportate le dimensioni degli
organismi di uno stesso genere ma in scala logaritmica, che viene usata perché tra un specie
e l'altra c'è veramente un salto di scala.
Anche l'asse verticale di questo gra�co è un asse logaritmico, e questo tipo di gra�co viene
chiamato log-log. Nell'asse verticale sono rappresenti i pesi tipici delle uova e si nota come
la relazione tra le due grandezze sia lineare; in particolare la pendenza è 2/3. Dunque, se
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indichiamo con u il peso delle uova e con p il peso dell'uccello, il gra�co ci dice che

lnu(p) = c+ 2/3 ln p

(la costante c non è determinabile dal gra�co, ma non è 0, perché il punto in basso a destra
non è l'origine). Determiniamo u(p): passando all'esponenziale

elnu(p) = ec+2/3 ln p = ec × eln p2/3 = 2cp2/3

Questo esempio serve a ricordare che se il gra�co in scala log-log è una retta, allora la
relazione tra le grandezze è data da una legge a potenza. Nel caso del gra�co in scala log, in
cui solo l'asse verticale è logaritmico, si ottiene invece una legge esponenziale.

Concludo per completezza l'esempio del kiwi. Il kiwi ha un uovo di dimensioni spropositate
in relazione alla dimensione dell'individuo. Varie spiegazioni �darwiniane' vengono date
per questo fatto, Gould e altri suggeriscono che il kiwi sia una versione �nana� di uccelli
ora estinti, della dimensione del moa. Per su�ragare questa tesi, osservano che l'esponente
che lega il peso delle uova e il peso totale tra individui della stessa specie è circa 0.15, e
non 2/3 (in generale la potenza delle leggi allometriche intraspeci�che è di�erente e più
piccolo dell'esponente nel caso di leggi interspeci�che). Dal gra�co si vede come il punto che
rappresenta il kiwi sia, in scala log-log, sulla retta di pendenza 0.15 che passa per il punto
che rappresenta il moa.

Esercizio 6.

Nell'ultimo esempio ho ipotizzato che l'asse rappresentasse il logaritmo naturale, dunque da lnu =
c+ 2/3 ln p ho ottenuto

u = ap2/3,

con a = ec. Come cambia questa legge se suppongo che sugli assi ci fossero i logaritmi in base 10?

Esercizio 7. Assi logaritmici

Nel gra�co è disegnato una asse orizzontale logaritmico.

Disegna i punti 5, 50, 500.

Disegna il punto
√

10 ≈ 3.2.

Dove andrebbe disegnato lo 0 in questo gra�co?

Può essere utile osservare il gra�co della funzione log, il logaritmo in base 10.
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La soluzione di questo esercizio è parzialmente nel gra�co seguente

I segna-numeri tra 1 e 10 corrispondono ai valori 2, 3, . . . 9, quelli tra 10 e 100 corrispondono
ai valori 20, 30, . . . 90, etc.

Esercizio 8. Metabolismo

Negli anni 30 il biologo M. Kleiber studiò la relazione tra il metabolismo basale dei carnivori e il loro
peso. In un gra�co log-log, in base 10, il valore del metabolismo m espresso in ml di O2 emessi in
un'ora, è legato al peso p espresso in grammi, da una legge lineare di intercetta 0.6 e di coe�ciente
angolare 0.7.
Scrivere la legge M(p).

Esercizio 9. Cervelli

Supponendo che il peso C del cervello dei primati, espresso in grammi, sia legato con la seguente
legge a potenza al peso P dell'animale, espresso in kg:

C = 60× P 1/4

Calcola i parametri della legge lineare che vedresti in un gra�co log-log in base 10.

Come cambia la legge se misuri P in grammi? E come cambia la retta?
Come cambia la legge se misuri C in chilogrammi? E come cambia la retta?
Come cambia la retta se il gra�co log-log è in base e?

Esercizio 10. E�etti delle PM2.5
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Ho preso la �gura che segue da un articolo sugli e�etti della presenza di PM2.5 sull'intensità della
radiazione solare RS a banda larga sul cielo di Pechino.

Sono mostrati i dati e la curva che li approssima meglio (vedremo in seguito come si costruisce).

Quale asse dovrebbe essere logaritmico per vedere una retta?

Nella �gura seguente sono mostrati i dati medi annui di RS e PM2.5.

Si noti che le due leggi lineari scritte in �gura non sembrano coerenti con le scale. Si scrivano le leggi
lineari (approssimate) che esprimono RS in funzione dell'anno A, e PM2.5 in funzione dell'anno A.
(Suggerimento: si utilizzi l'espressione per la retta tra due punti notando che sulla retta rossa RS
vale circa 370 nel 2005, e circa 350 nel 210; si proceda analogamente per PM2.5).

È coerente questa immagine con i dati dell'immagine precedente? Quale sarebbe l'espressione di
RS in funzione di PM2.5 che si dovrebbe dedurre da questa �gura?
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1.5 Esercizi di richiamo

Esercizio 11. Leggi lineari

a) Sia (2− r)/3 = (3s+ 5)/7. Esprimi r in funzione di s, e esprimi s in funzione di r.

b) Se (p+ a)/b = (b− 2q)/a

Come si esprime q in funzione di p?

Come si esprime p in funzione di q?

c) Trova p in funzione di q sapendo che se p vale 2, q vale 3, se p vale 3, q vale 2.

d) Trova p in funzione di q sapendo che se p vale p̄, q vale q̄, se p vale p0, q vale q0.

e) Supponi che p = 2q + 3 e s = 5q − 1. Esprimi p in funzione di q, ed esprimi q in funzione di p.

f) Supponi che ∆p/∆q = −2, e p vale 3 se q vale 4. Scrivi p in funzione di q.

g) Un variazione di un grado Celsius corrisponde a una variazione di 1.8 gradi Fahreneit. Inoltre la
temperatura di congelamento dell'acqua, di 0 gradi Celsius, è pari a 32 gradi Fahreneit. Scrivi
le formule di trasformazione da gradi Celsisus a Fahreneit e viceversa.

h) Il peso di un neonato aumenta di circa 30 grammi al giorno. Deternina il peso in funzione del
tempo, sapendo che nel suo settimo girono di vita il suo peso è di 3.79 kg. Quanto pesava il
terzo giorno? Quanto perserà il decimo? Quando supererà i 4 kg?

Esercizio 12. Proprietà degli esponenziali

Rendi più �semplice� le seguenti espressioni:

a) 103 × 105 =

b) 30 =

c) 61 =

d) 2−1 =

e) 2.54 × 2.5−1 =

f) 423 =

g) (42)
3

=

h) 52 × 5−3/5−1 =

i) (ab2)5 =

j) (a/b2)−1 =

Esercizio 13. Proprietà dei logaritmi

a) log(ab) =
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b) log ab =

c) log10 10 =

d) log10 10−3 =

e) 10log10 14 =

f) 10log10 144 =

g) 104×log10 14 =

h) log 1 =

i) log 104 =

j) ln 104 =

k) Esprimi un numero a in funzione di 10a.

l) Esprimi un numero a in funzione di ea.

m) Esprimi un numero a > 0 in funzione di ln a.

Esercizio 14.

Considera la legge di crescita esponenziale

N(t) = 1000× 1.1t/3.

Riscrivila utilizzando la base e; riscrivila utilizzando la base 10, riscrivila utilizzando la base 2.
Determina im quanto tempo N aumenta del 50%, in quanto tempo raddoppia, e in quanto tempo
decuplica.
In quanto tempo N(t) diventa 106?
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Capitolo 2

Modelli di evoluzione

In questo capitolo illustrerò i concetti di base della modellistica matematica, attraverso alcuni
esempi sign�cativi.
Ritorniamo al semplice modello della duplicazione batterica. Il modello consiste in una
legge, espressa in forma matematica, che permette di determinare il futuro, conoscendo
il presente. Nel caso della duplicazione batterica, l'assunzione del modello è che il numero
di batteri raddoppia ogni ora. Se conosciamo la numerosità N all'ora t, che indicheremo
come N(t) (il �presente�) possiamo determinare la numerosità all'ora successiva, cioè N(t+1)
(il �futuro�), mediante la formula

N(t+ 1) = 2N(t)

Puntualizzo: in questa �legge di aggiornamento� non c'è scritto il valore della numerosità
N , c'è solo la regola per determinare il futuro conoscendo il presente. Per conoscere concre-
tamente N(t) è necessario conoscere il dato iniziale, per esempio la numerosità al tempo
t = 0, che chiamo N0.
Tutte le informazioni sul sistema sono dunque calcolabili a partire da queste due informazioni:{

N(t+ 1) = 2N(t)

N(0) = N0

(in matematica questo sistema prende il nome di �problema ai dati iniziali�). Infatti se
vogliamo conoscere N(4) basta raddoppiare per 4 volte il valore di N0, cioè N(4) = 24N0 =
16N0. È importante notare che il �dato iniziale� non deve necessariamente essere quello al
tempo 0. Per esempio se �ssiamo N(10) = 10 000 siamo comunque in grado di prevedere
N(12) = 40 000, e siamo in grado di ricostruire il passato. Per esempio, per calcolare
N(8) dovremo dividere due volte per due N(8) = 10 000/4 = 2500.

Chiameremo soluzione la funzione N(t). Dalla legge che governa il modello siamo in grado
di trovare una semplice espressione matematica per N(t)

N(t) = N02t

Se invece �ssiamo il dato iniziale N0 al tempo t0, la legge diventa

N(t) = N02t−t0

Esercizio 15. Modello lineare
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Un aspetto quantitativo F di un fenomeno naturale si evolve con velocità di variazione costante a.
Ipotizzando che F valga F0 al tempo t0, determinare l'espressione di F (t).

Riposta: F (t) = F0 + a(t− t0) infatti F al tempo t deve essere uguale a F0 più la variazione,
che è proporzionale al tempo passato t− t0, con coe�ciente a.

Modelli alle di�erenze e modelli di�erenziali

I due esempi precedenti sono formulati in modo lievemente di�erente: per il modello di
duplicazione ho fornito la regola per calcolare l'avanzamento nel tempo, per il modello lineare
ho dato un valore alla velocità di variazione. Il modo più utile di formulare un modello è
proprio quest'ultimo.
Torniamo alla duplicazione: invece di scrivere N(t+ 1) = 2N(t) posso scrivere

N(t+ 1)−N(t) = N(t)

a sinistra compare la di�erenza tra futuro e presente, e a destra c'è solo il presente. Noto
anche che N(t + 1) − N(t) è la velocità media di variazione in un'ora. Dunque anche il
modello di duplicazione si può formulare in termini di velocità di variazione.

Il vantaggio di questo modo di fare è che ci consente di prendere in considerazione anche le
velocità istantanee.

Un modello di�erenziale è un modello in cui viene speci�cata la velocità istantanea di
variazione in funzione dello stato presente. Per esempio il modello esponenziale è governato
dalla legge

N ′(t) = αN(t)

N(t0) = N0

Abbiamo già trovato la soluzione per un problema di questo tipo: le funzioni che veri�cano
N ′ = αN sono solo le funzioni N(t) = ceαt, con c costante arbitraria. Imponendo il dato
iniziale

N0 = N(t0) = ceαt0

e dunque c = N0e−αt0 , e in�ne si ottiene

N(t) = N0eα(t−t0).

Questo tipo di modello descrive in particolare la crescita malthusiana delle popolazioni: si
�ssa un intervallo di tempo di riferimento, per esempio un anno, si assume costante il tasso di
natalità n =numero di nati/ numerosità della popolazione, e il tasso di mortalitàm =numero
di morti / numerosità. Dunque

N(t+ 1)−N(t) = (n−m)N(t)

Da questa legge si scopre che N(t) = N(0)(1 +n−m)t = N(0)et ln(1−n−m), (questo passaggio
l'ho già fatto nel primo paragrafo). Derivando in t si ottiene il modello di�erenziale con α =
ln(1 +n−m) Se α > 0 (cioè se il tasso di natalità supera quello di mortalità) la popolazione
cresce esponenzialmente. Se accade il contrario, la popolazione decresce esponenzialmente.
Se n = m, il modello prevede la costanza della numerostià popolazione.
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Un altro fenomeno naturale governato da questo modello è il decadimento esponenziale delle
sostanze radioattive: in numero di atomi di un isotopo radioattivo che decadono in una
unità di tempo è proporzionale al numero complessivo di atomi. In altri termini, il tasso di
�mortaltià� degli atomi è costante. Più in generale, il modo più semplice e ragionevole di
modellizzare quantitativamente fenomeni di mortalità o piú in generale di trasformazione è
assumere tassi costanti. Per esempio, nei modelli di crescita tumorale si assume che il tasso
di mortalità naturale delle cellule sia costante, nei modelli di epidemia si assume che il tasso
di guarigione dei malati sia costante (che vuol dire che il numero di malati che guarisce in
un intervallo di tempo �ssato è proporzionale al numero di malati).

Faccio un esempio concreto. Il carbonio-14 si dimezza in circa 5730 anni, dunque se M(t) =
M(0)2−t/5730 (la massa subisce t/5730 dimezzamenti in t anni. Riscrivendola come legge
esponenziale in base e: M(t) = M(0)e−at, con a = ln 5730 = 8.65, e quindi

M ′(t) = −aM(t)

è la massa al tempo t.

Fin'ora abbiamo analizzato tre leggi di variazione: a velocità costante, a tasso di crescita
costante (natalità), a tasso di decrescita costante (mortalità). Ci sono molte situazioni
interessanti in cui possono essere coinvolti più fattori (già nel modello di Malthus abbiamo
considerato natalità e mortalità).

Per esempio ci possiamo chiedere come varia la quantità di carbonio 14 nell'atmosfera, tenen-
do presente che si forma per l'interazione tra i raggi cosmici e l'atmosfera (per la precisione
con l'azoto-14). Assumiamo l'ipotesi ragionevole che l'azione dei raggi cosmici sia costante,
e che la quantità di azoto-14 nell'atmosfera sia costante. Trascuriamo per il momento che il
14C decade: ci sarebbe un aumento della massa a velocità costante dovuto ai raggio cosmici.
Indichiamo con q questa velocità costante di accrescimento della massa. Complessivamente,
la velocità di variazione di M(t) avrà dunque due contributi: uno di decadimento pari a
−aM , l'altro di accrescimento a velocità costante, pari a q. Quindi

M ′(t) = −aM(t) + q

Anche di questa equazione di�erenziale si può trovare la soluzione esplicita, ma per ora
preferisco provare a studiare l'equazione senza risolverla.

Nel seguente gra�co sono riportati in ascissa i possibili valori diM , e in ordinata i corrispon-
denti valori di M ′, calcolati con la legge −aM + q. Poiché si tratta di una legge lineare, il
gra�co è una retta, con intercetta q, e con intersezione dell'asse nel punto M̄ = q/a.
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SeM è nell'intervallo (0, q/a) = (0, M̄), il valore della funzione è positivo, dunque la velocità
di crescita è positiva e quindi M deve aumentare. Al contrario se M > M̄ , la velocità di
crescita è negativa, e dunque M deve diminuire. Se invece M = M̄ = q/a la velocità è zero,
dunque non ci sarà variazione. Questi punto è un punti di equilibrio. Si noti che è anche
attrattivo, perché se si parte da un valore di M di poco a destra o di poco a sinistra, M
si avvicina e tende a M̄ . Diremo anche che questo equilibrio è stabile, proprio perché se si
parte a lì vicino, M non si può allontanare.

Cosa vediamo in natura? In genere vediamo gli equilibri stabili (e più in particolare quelli
attrattivi). Per esempio, non riuscite a mettere facilmente una penna in verticale sulla punta,
perché è un equilibrio instabile. In questo esempio del carbonio, vediamo una concentra-
zione di 14C costante nell'atmosfera. A che serve dunque dunque il modello? Supponiamo,
come è accaduto in passato, che ci sia un consistente aumento dell'attività solare per un
tempo lungo qualche anno. In tal caso aumentano i raggi cosmici, il coe�ciente q aumen-
ta, l'equilibrio M̄ cambia, e il modello predice quantitativamente come M(t) raggiunge il
nuovo equilibrio con il passare del tempo.

Per completare questo esempio, la soluzione esplicita del modello è

M(t) = M0e−at + M̄(1− e−at)

Nel gra�co seguente sono rappresentate le soluzioni in funzione del tempo, al variare del
dato iniziale M . Questa volta sull'asse orizzontale c'è il tempo, su quello verticale il valore
di M(t), dunque le curve che vedete disegnate sono le possibili soluzioni in funzione del
tempo. Il dato iniziale di ogni curva si legge sull'ordinate dell'asse verticale.

24



M

0
t

q/a

In arancione è disegnata la retta orizzontale che rappresenta la soluzione stazionaria.

Un'ultima importante osservazione. Quando siamo all'equilibrio, matematicamente tutte le
funzioni in gioco sono costanti: in questo caso M ′ = 0 e −aM + q = 0, cioè M = q/a. Dal
punto di vista del fenomeno, però l'equilibrio è dinamico: il 14C viene creato con velocità
q e si autodistrugge con velocità aM̄ . Il fatto che la velocità di creazione sia uguale a quella
di distruzione caratterizza la situazione di equilibrio.

2.1 Modelli a compartimenti

Il modello che abbiamo discusso per il 14C è un esempio semplice di modello a comparti-
menti, che descrive il �usso di una certa sostanza in zone di�erenti o in ambienti di�erenti.
Per essere più chiaro, nel modello considerato la variabile M(t) è la massa di carbonio 14C
nell'atmosfera, che lasciata a se stessa decade con tasso costante, però interagisce con un
altro compartimento (non �sico, ma concettuale) che chiamerò genericamente �esterno�, in
cui invece il 14C viene prodotto.
Consideriamo un altro esempio un po' più complesso, la di�usione del mercurio nei orga-
nismi, per esempio pesci. (questo e alcuni degli esempi sono ispirati da J.H. Matis, T.E.
Wehrly Compartmental Models of Ecological and Environmental Systems in G.P. Patil, C.R.
Rao Environmantal Statitics handobbok of statistic 12, North-Holland 1994). Si può
immaginare di descrivere questo fenomeno con tre compartimenti:

� l'esterno (qui l'acqua), in cui si può pensare ci sia una quantità costante di mercurio

� il compartimneto 1, cioè i tessuti dell'organismo che assorbono il mercurio dall'estero
(apparato digerente, sangue) e che in parte lo rilasciano all'esterno, e in parte a tessuti
più �interni�, per esempio le ossa

� il compartimento 2, cioè i tessuti interni, che non interagiscono con l'esterno, ma solo
con il compartimento 1
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Proviamo a scrivere in astratto il modello di�erenziale che governa questo fenomeno. Indiche-
rò con x1(t) la concentrazione di mercurio nel compartimento 1, con x2(t) la concentrazione
di mercurio nel compartimento 2.
La velocità di variazione di x1 avrà

� un contributo positivo costante dovuto all'esterno, che chiamerò s1 (s da sorgente);

� un contributo di espulsione del mercurio verso l'esterno che sarà però proporzionale
alla quantità di mercurio presente, e dunque sarà della forma −a1x1

� un contributo di trasferimento al compartimento 2, anche questo proporzionale, del
tipo −a12x1

� un contributo di trasferimenti dal compartimento 2, che sarà proporzionale a x2, e
dunque del tipo a21x2

Si noti la scelta della notazione: a1 è il coe�ciente relativo all'interazione con l'esterno, a12

quello relativo al contributo del primo compartimento T verso il secondo compartimento, e
a21 viceversa. Questi numeri non sono necessariamente uguali.
La velocità di variazione di x2 si determina ragionando nello stesso modo, però manca il
contributo di provenienza dall'esterno (s2 = 0), e manca il contributo di trasferimento verso
l'esterno (a2 = 0).
In de�nitiva {

x′1 = −(a1 + a12)x1 + a21x2 + s1

x′2 = +a12x1 − a21x2

Si noti che poiché il mercurio non viene distrutto nel trasferimento, il termine di crescita del
mercurio nel compartimento 1, dovuto al trasferimento dal compartimento 2, deve bilanciare
esattamente il contributo di decrescita del mercurio nel compartimento 2, dovuto al trasfe-
rimento verso il compartimento 1. Lo stesso vale per il trasferimento dal compartimento 2
al compartimento 1.

Questo sistema è più complesso rispetto all'esempio precedente, perché coinvolge due fun-
zioni. È ancora relativamente semplice perché è un modello con velocità di variazioni lineari
(infatti è ancora matematicamente esplicitamente risolubile).

Vediamo se ci sono equilibri, che indicherò con x̄1 e x̄2. Se il sistema è in equilibrio, entrambe
le velocità di variazione x′1 e x′2 devono essere zero. Dunque i secondi membri devono essere
nulli all'equilibrio, cioè {

− (a1 + a12)x̄1 + a21x̄2 + s1 = 0

a12x̄1 − a21x̄2 = 0

Guardiamo prima la seconda equazione. A�nché sia veri�cata, deve accadere

a12x̄1 = a21x̄2

Questa relazione ha un evidente signi�cato: all'equilibrio, la velocità con cui il mercurio passa
da 1 a 2, deve essere identica alla velocità con cui il mercurio passa da 2 a 1. Ricaviamo
dunque x̄2 = x̄1a12/a21. Inserendo questo valore nella prima equazione otteniamo

−(a1 + a12)x̄1 + a121̄2 + s1 = 0
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cioè

−a1x̄1 + s1 = 0, da cui x̄1 = s1/a1

Anche questa uguaglianza ha un chiaro signi�cato: poiché all'equilibrio il �usso netto di
mercurio tra i compartimenti 1 e 2 è nullo, il valore di equilibrio della concentrazione di
mercurio nel compartimento 1 dipende solo dall'interazione con l'esterno. Infatti è lo stesso
equilibrio che si otterrebbe per il solo bilancio di x1 dato da x′1 = −a1x1 + s1.

Riassumendo, abbiamo trovato un solo equilibrio

x̄1 = s1/a1, x̄2 = (s1a12)/(a1a21).

Esistono metodi matematici per controllare la stabilità e l'attrattività di questo equilibrio,
ma non ne parlerò. Mi limito a far vedere il gra�co di diverse soluzioni, che si ottengono
cambiando il dato iniziale.

Attenzione: questo gra�co è diverso dai due precedenti, perché viene rappresentato il piano
delle due variabili x1 e x2, Non potendo disegnare il tempo (si potrebbe fare con la terza
dimensione, ma non si otterrebbe un gra�co più leggibile), per comprendere l'andamento
temporale ho disegnato delle frecce.

●

x1

x2

Questi invece sono i gra�ci di x1(t) e x2(t) con dato iniziale x1(0) = 0, x2(0) = 0. In
orizzontale i rispettivi valori di equilibrio.
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Esercizio 16. Idrologia delle paludi di Okenfenkee

Lo studio del �usso delle acque in una regione paludosa viene diviso in 4 compartimenti:

� A - l'altopiano, su cui si accumulano le acque piovane, e che può riceve acque di risalita dal
sostrato roccioso;

� R - il sottosuolo roccioso dell'altopiano, che riceve acque solo dall'altopiano

� P - la super�cie della palude, che riceve acque dall'altopiano, dal sostrato roccioso, e dal
sostrato sabbioso sotto la palude

� S - il sostrato sabbioso sotto la palude, che riceve acque dalla palude e dal sostrato roccioso
dell'altopiano.

Scrivere un ragionevole sistema di�erenziale per il �usso delle acque in questo sistema, scegliendo
quali coe�cienti sono nulli.

2.2 Il modello di Verhulst

In natura non si vedono frequentemente crescite malthusiane di popolazioni. Uno dei casi più
evidenti è quello della popolazione umana: a meno di guerre e pestilenze, in epoca storica
è in espansione esponenziale. Altri casi si osservano nel caso di colonizzazioni di habitat
favorevoli. Per esempio si pensi alla di�usione esponenziale di alcuni virus di altri animali
che con mutazioni favorevoli si sono adattai agli ospiti umani. Oppure si pensi all'espansione
di popolazioni animali che colonizzano un'isola vulcanica di recente formazione, o ancora
alla crescrita esponenziale di una �specie aliena� che l'uomo introduce in zone lontane da
quelle originarie (una storia estremamente interesssante è quella dei conigli in Australia, e
delle ulteriori specie aliene introdotte per tentare di controllarne la proliferazione).

Il motivo per cui si osservano raramente crescite esponenziali è che esiste un meccanismo che
fa crescere il tasso di mortalità (o decrescere il tasso di natalità) se la popolazione è troppo
numerosa e diventa di�cile l'accesso alle risorse.
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La prima modi�ca del modello di Malthus che tiene conto di questo e�etto è dovuta a
Verhulst: N ′ = β

(
1− N

K

)
N

N(0) = N0

con β eK parametri positivi. Questa volta il tasso di crescita istantaneo N ′/N non è costante
ma vale

N ′/N = β

(
1− N

K

)
Vediamo di capire come si comporta questo sistema, aiutandoci con un gra�co, in cui in
ascissa consideriamo i possibili valori di N , e in ordinata i corrispondenti valori di N ′, come
descritti dalla legge.

La funzione di N che compare al secondo membro è una parabola, che passa per l'origine,
ha la concavità rivolta verso il basso, e si annulla in due punti: N = 0 e N = K.
Se N è nell'intervallo (0, K), il valore della funzione è positivo, dunque la velocità di crescita
è positiva e quindi N deve aumentare. Al contrario se N > K, la velocità di crescita è
negativa, e dunque N deve diminuire. Se invece N = 0 o N = K la velocità è zero, dunque
non ci sarà variazione. Questi due punti sono punti di equilibrio.

� N = 0 è un equilibrio instabile, perché appena ci si sposta un po' N comincia a
crescere

� N = K è un equilibrio stabile, perché sia se ci si sposta di poco a destra, sia se ci si
sposta i poco a sinistra, N si riavvicina a K.

Per questo sistema si può scrivere anche l'espressione esplicita della soluzione, che è

N(t) =
KN0

N0 + (K −N0)e−βt

Naturalmente il gra�co di questa funzione dipende dal valore di N0 Lo rappresento nel
prossimo gra�co, in cui stavolta sull'asse orizzontale c'è il tempo, su quello verticale c'è
N(t).
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Da questo gra�co si possono trarre le stesse conclusioni che abbiamo fatto studiando il gra�co
di N ′ in funzione di N . Se N0 = 0 o se N0 = K il sistema è in equilibrio. Se N0 è tra 0,
e K, N(t) cresce (e se è vicino a 0 cresce esponenzialmente), poi la curva si piega e tende a
K per t→ +∞. Se invece N0 > K, N(t) decresce e tende a K per t→ +∞.

2.3 La funzione logistica

Studiando per t < 0 l'espressione di N(t), si vede che N(t) tende a 0 per t → −∞. Questa
funzione N(t) dunque parte da 0 a −∞ e raggiunge K a +∞, con una forma quasi a S. Fa
parte delle cosiddette funzioni logistiche o anche sigmodi, che hanno una grande importanza
nella descrizione di vari fenomeni.
L'espressione base di queste funzioni è

f(x) =
1

1 + e−x

che per unisce 0 (per x→ −∞), a 1 (per x→ +∞), e vale 1/2 per x = 0. Inoltre ha gra�co
simmetrico rispetto al punto (0, 1/2).
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Aggiungiamo ora un parametro, e consideriamo

fβ(x) =
1

1 + e−βx

con β numero positivo. I gra�ci di queste funzioni sono tutti uguali, a parte il riscalamento
nella variabile x. Per vedere il valore f(1), basta mettere x = 1. Ma per vedere il valore
f(1) usando la funzione fβ, è necessario porre βx = 1, cioè x = 1/β. In pratica dobbiamo
rimpicciolire la variabile x di un fattore β.
Nella �gura seguente sono riportati i gra�ci per β da 1 a 5. Come si vede, al crescere di β,
il gra�co si schiaccia su metà delle rette orizzontali.

Nel limite β → +∞, si ottiene una funzione che in matematica si chiama ϑ, de�nita in questo
modo

ϑ(x) =


0 se x < 0

1/2 se x = 0

1 se x > 0

Questa funzione è il prototipo della modellizzazione dei fenomeni a soglia, per esempio
l'attivazione di un neurone. Se l'intensità dell'input (cioè del segnale di ingressi) è inferiore
al valore di soglia, in questo caso 0, il neurone non emette nulla, appena diventa superiore al
valore di soglia, il neurone emette il suo segnale, indipendentemente dall'intensità dell'input.
Si può pensare alla famiglia di funzioni fβ, con β grande, come a una approssimazione
morbida della funzione di soglia ϑ: il neurone emette sempre un po' di segnale, ma si vede
una sensibile di�erenza solo al passaggio del valore di soglia 0.
Vale la pena fare qualche osservazione sulla simmetria. Il gra�co della funzione fβ è evi-
dentemente simmetrica rispetto al punto (0, 1/2). Cerchiamo una prova algebrica di questo
fatto valutando la di�erenza tra la funzione e 1/2:

fβ(x)− 1

2
=

2− 1− e−βx

2(1 + e−βx)
=

1

2

1− e−βx

1 + e−βx
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Moltiplichiamo numeratore e denominatore dell'ultima frazione per eβx/2. Si ottiene

fβ(x)− 1

2
=

1

2
+

1

2

eβx/2 − e−βx/2

eβx/2 + e−βx
. (2.3.1)

A questo punto è facile notare che se scambiamo x con −x l'ultima frazione cambia solo di
segno, e dunque fβ(x)− 1

2
cambia solo di segno. Questa è appunto la simmetria rispetto al

punto (0, 1/2).

È semplice costruire una funzione a soglia che invece di andare da 0 a 1, va da s, valore
sinistro, a d, valore destro. Ragioniamo in questo modo: ϑ copre una variazione ampia
1 = 1− 0, mentre la funzione che cerchiamo deve coprire una variazione d− s. La funzione
(d − s)ϑ(x) fa esattamente questo, ma va da 0 a d − s. Per ottenere a sinistra il valore s
basta sommarlo. La funzione cercata è

s+ (d− s)ϑ(x).

Per esercizio, si provi che

s+ (d− s)fβ(x− x0) =
d+ se−β(x−x0)

1 + e−β(x−x0)

è la versione morbida della funzione di soglia che unisce s a d, con la soglia in x0. Usando la
(2.3.1), si ottiene l'espressione alternativa

s+ d

2
+
d− s

2

eβ(x−x0)/2 − e−β(x−x0)/2

eβ(x−x0)/2 + e−β(x−x0)/2
.

da cui si vede la simemtria rispetto al punto (x0, (s+ d)/2).
Più in generale, una funzione logistica ha l'aspetto

g(x) =
d+ se−β(x−x0)

a+ be−β(x−x0)

In questo caso, il valore di soglia è ancora x0, la funzione va dal valore s/b a −∞ al valore
d/a a +∞. Se a = b la funzione è simmetrica rispetto a (x0, g(x0)) e si riduce all'espressione
precedente, dividendo d e s per a; altrimenti la funzione non è simmetrica.

2.4 Cinetica chimica

In questo esempio vedremo per la prima volta come si può modellizzare l'interazione tra
due variabili che descrivono un fenomeno. Negli esempi precedenti, o avevamo a che fare
con un'unica variabile, oppure, nei modelli a compartimento, le diverse variabili rappresen-
tavano la quantità o la concentrazione di una stessa grandezza, ma all'interno di diversi
compartimenti.
Supponiamo di sapere che è possibile la reazione chimica che unisce l'elemento X e l'elemento
Y per formare un composto XY . Le variabili del sistema sono le concentrazioni dei tre
elementi:

x = [X], y = [Y ], z = [XY ]

La variazione della concentrazione di X avrà due termini: uno di accrescimento, dovuto
al fatto che XY si decompone nei suoi elementi costitutivi. Come sempre modellizzeremo
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questa velocità di decomposizione con un termine proporzionale alla concentrazione β[XY ].
L'altro termine sarà di decrescita, e sarà dovuto al fatto che molecole diX e di Y si incontrano
e formano XY . Questo termine deve essere proporzionale a [X], infatti più X c'è, più XY
si forma, ma deve anche essere proporzionale a [Y ], per lo stesso motivo, dunque

[X]′ = −α[X][Y ] + β[XY ]

A questo punto è semplice scrivere le altre equazioni, infatti anche [Y ] varia per gli stessi
motivi, e con la stessa legge, in�ne [XY ] si crea a velocità α[X][Y ], e si distrugge a velocità
β[XY ]. Riassumendo 

[X]′ = −α[X][Y ] + β[XY ]

[Y ]′ = −α[X][Y ] + β[XY ]

[XY ]′ = α[X][Y ]− β[XY ]

Si noti che [X]′+[XY ]′ = 0, così come [Y ]′+[XY ]′ = 0. Questo non deve sorprendere, perché
[X] + [XY ] è la somma della concentrazione di X libera, e di quella di X legata. Il totale,
che indicherò con x, non può cambiare nel tempo. Lo stesso accade per [Y ] + [XY ] = y che
è la concentrazione totale di Y . È facile vedere che l'equilibrio si ottiene per

α[X][Y ] = β[XY ]

Riscrivendo tutto in funzione di [XY ]:

α(x− [XY ])(y − [XY ]) = β[XY ]

Per esercizio, si risolva questa equazione di secondo grado, mostrando che c'è una sola so-
luzione positiva minore di x e di y, che è l'unica accettabile. Anche questo equilibrio è di-
namico: anche se le concentrazioni sono costanti, avvengono continuamente trasformazioni,
ma perfettamente bilanciate.
Si osservi in�ne che usando i valori costanti x e y, si può riscrivere la terza equazione nella
sola variabile [XY ]:

[XY ]′ = α(x− [XY ])(y − [XY ])− β[XY ]

Per esercizio si provi che questo sistema ha due equilibri, che quello minore è stabile e
attrattivo, che quello maggiore è instabile, e che è �sicamente da scartare perché prevede
[XY ] superiore al totale di X e di Y .

Ripeto: il motivo di questo esempio è di fare la conoscenza di termini di interazione di tipo
prodotto, potete trascurare la descrizione degli equilibri in questo esempio.

2.5 Interazioni di tipo Michaelis-Menten

Un'interessante variazione del modello precedente si ottiene quando si analizzano reazioni
in presenza di enzimi. Stavolta le variabili saranno [S], la concentrazione di sostrato, [E],
la concentrazione di enzima, il composto SE, che però si trasforma nel prodotto �nale P e
libera l'enzima E.
Procedendo come nell'esempio precedente, e assumendo che SE in parte decada in S +E, e
in parte in P + E, si ottiene facilmente il sistema

[SE]′ = α[S][E]− (β + γ)[SE]

[S]′ = −α[S][E] + β[SE]

[E]′ = −α[S][E] + (β + γ)[SE]

[P ]′ = γ[SE]
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Si noti la di�erenza tra l'equazione per [S] e quella per [E], dovuta a fatto che il composto
[SE] si trasforma sia in S ed E, sia in S e P . Inoltre è utile notare che la quantità [E]+ [SE]
è pari alla concentrazione totale dell'enzima, che indicherò con e e che non può cambiare nel
tempo, come si vede sommando le due corrispondenti equazioni.

Cerchiamo gli equilibri. Guardando l'equazione per [P ] si capisce che deve essere [SE] = 0,
cioè non deve esserci composto. Inserendo questa condizione nelle altre equazioni si ottiene
che per l'equilibrio deve valere [S][E] = 0, quindi o [E] = 0, oppure [S] = 0. Si noti che
[SE]+[E] = e è concentrazione totale di enzima, perché è la somma di quello libero e di quello
legato, mentre [SE] + [S] è la concentrazione totale di sostrato. Possiamo imporre [E] = 0
solo impionento che non ci sia enzima, caso che escludiamo in quanto non interessante. Se
invece imponiamo [S] = 0, stiamo imponendo che non ci sia sostrato. Il valore di [E] = e
invece è �ssato, e [P ] può essere qualunque. Si noti che questi equilibri non sono dinamici:
tutti i singoli termini sono nulli. Si noti anche che fuori dall'equilibrio [P ] cresce, ma non
può crescere all'in�nito. Tenderà dunque a una costante, e dunque [SE] tenderà a 0, quindi
anche [S][E] deve tendere a 0: in pratica tutto il sostrato viene trasformato in prodotto.
Una notevole sempli�cazione di questo modello si ottiene se si ipotizza che la reazione avvenga
con E in equilibrio dinamico, cioè

α[S][E] = (β + γ)[SE]

Poiché [E] = [SE]− e, usando queste due equazioni si ottiene [SE] in funzione di [S]:

[SE] =
αe[S]

β + γ + αe[S]

Notando che

[S]′ = −α[S][E] + β[SE] = −α[S][E] + (β + γ)[SE]− γ[SE] = −γ[SE]

si ottiene in�ne un sistema in cui non compare più il termine che coinvolge l'enzima ma solo
il bilancio tra [S] e [P ]: 

[S]′ = − αγe[S]

β + γ + αe[S]

[P ]′ =
αγe[S]

β + γ + αe[S]

Questo sistema predice che [S] decresce �no a 0, e in corrispondenza [P ] cresce �no all'esau-
rimento del sostrato. Si noti che la decrescita di [S] non è esponenziale: se [S] è grande, la
produzione di [P ] avviene quasi a velocità costante γ, per poi rallentare e diventare espo-
nenziale quando [S] diventa piccolo. Questo tipo di termine per la velocità di variazione è si
chiama proprio Michaelis-Menten, e racchiude in sè la parte di interazione con l'enzima, che
non compare più nell'equazione.
Riassumendo: un termini di tipo Michaelis-Menten è un termine di decrescita (o di crescita)
per una quantità x del tipo

α
x

a+ x

con a parametro positivo. Consideriamo dunque

x′ = α
x

a+ x
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che corrisponde ad assumere che il tasso istantaneo di variazione di x sia x′/x = α/(a+ x),
dunque decrescente in x. Se x è piccolo, il tasso vale circa α/a, e dunque il modello si riduce
al modello esponenziale (decrescente o crescente a seconda del segno di α). Se x è grande,
x′ è praticamente α cioè c'è una sorgente costante se α è positivo, è un prelievo costante se
α è negativo.
Questo tipo di termine può essere generalizzato come segue:

α
xk

ak + xk

con k ≥ 1. Anche in questo caso per x grande il termine è praticamente α, quindi dà una
sorgente o un prelievo costanti a seconda del segno di α. Invece, quando x è piccolo, il
termine è particamente

α

ak
xk.

Per capire come si comporta questo termine consideriamo il corrispondente tasso di variazione

x′/x = αxk−1/ak,

che, per k > 1, tende a 0 se x → 0. Dunque questo termine dà una crescita o decrescita
molto lenta se x é piccolo. In particolare, per α = −1 con dato iniziale x0 risulta

x(t) =
x0

1 + tx0

,

che va a zero come 1/t, molto più lentamente dell'esponenziale negativo.
In sintesi, il termine di Michaelis - Menten generalizzato è un termine con tasso di variazione
che tende a 0 per x piccolo, e velocità di variazione costante per x grande.

2.6 Il modello SIR

Il modello SIR è il modello di base per l'evoluzione di un'epidemia �rapida�, cioè che si
evolva in tempi abbastanza brevi per non dover considerare nascite e morti naturali nella
popolazione (al contrario per esempio dell'epidemie di HIV che è in corso da vari decenni).
Inoltre si basa sull'ipotesi fondamentale che i guariti non si possano ricontagiare. In�ne,
l'applicazione di questo modello va limitata ai casi di epidemica che riguarda un solo ospite,
e dunque è per esempio inadatto allo studio della di�usione della malaria, che si scambia tra
uomo e zanzara.
Le variabili sono: S, il numero di suscettibili, cioè degli individui che non si sono ammalati;
I il numero di persone infette e dunque contagiose, R, il numero di guariti (�rimossi�). Alla
luce degli esempi precedenti dovrebbe essere chiaro perché il modello ha questa espressione:

S ′ = −aSI
I ′ = aSI − bI = (aS − b)I
R′ = bI

Si nota subito che ci sono in�niti punti di equilibrio: se I = 0, tutte le variabili sono costanti
(assenza di epidemia). L'altra osservazione immediata che si può fare è che S è una funzione
decrescente, R è una funzione crescente, mentre I decresce se e solo se aS − b è negativo.
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Poichè S è decrescente, prima poi aS−b diventerà negativo, e quindi I comincerà a decrescere
e l'epidemia si estingue.
In una epidemia all'inizio del suo sviluppo, un ruolo cruciale è giocato dal fattore aS0 − b,
dove S0 è la numerosità della popolazione che si può ammalare. Si noti che aS0 − b < 0 se e
solo se

R =
aS0

b
< 1

Pensando all'epidemia attualmente in corso, il tracciamento dei positivi permette di metterli
in isolamento, quindi ai �ni del contagio questo equivale a considerarli rimossi. Dunque
un buon tracciamento con isolamento domiciliare dai familiari equivale ad aumentare il
coe�ciente b, e dunque a fare scendere R. Il distanziamento sociale e l'uso delle mascherine
si traducono invece in una diminuzione di a, perché rendono improbabile la trasmissione del
virus. In�ne, la vaccinazione serve a ridurre S0. L'e�etto di tutte queste misure è di ridurre
R. Se scende sotto 1, un'epidemia in corso si spegnerà, se non è ancora iniziata non inizierà
nemmeno.

Faremo delle simulazioni numeriche su questo modello. Qui riporto solo un conto un po'
so�sticato, che spiega la cosiddetta immunità di gregge.
Si noti che la prima equazione si può riscrivere come

d

dt
lnS = −aI

e che dalla terza equazione si ottiene I = R′/b. Dunque

d

dt

(
lnS +

a

b
R
)

= 0

Sapere che questa quantità è costante è molto utile. Supponiamo di considerare un'epidemia
all'inizio, in cui R(0) = 0, e S(0) = S0. Allora

lnS(t) +
a

b
R(t) = log S0

cioè

ln
S(t)

S0

+
a

b
R(t) = 0

Passando al limite per t → +∞, S andrà a Sf , cioè al valore �nale di quelli che non si
sono ammalati, R andrà a Rf , il valore �nale degli ammalati. Indico con r = Rf/S0 la
frazione complessiva di individui che si ammala. Pensano che il valore iniziale degli infetti
sia trascurabile, si può scrivere

Sf +Rf = S0 + I(0) ≈ S0

, e dunque
Sf/S0 = 1− r

La relazione scritta sopra diventa dunque un'equazione per r:

ln(1− r) = −a
b
Rf =

aS0

b
r = −Rr

Saper risolvere questa equazione è importante perché ci permette di predire il numero totale
di malati in funzione di R. Questa equazione ha la soluzione r = 0 per qualunque R (in
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assenza di epidemia non ci sono malati). Però per R > 1 appare un'altra soluzione, che
riporto nel gra�co.

R

r
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0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Come si vede, per R < 1 c'è solo la soluzione nulla e dunque l'epidemia non si puó innescare.
Da R = 1 in poi la percentuale �nale di contagiati cresce enormemente. Per esempio, se
R = 1.01, r ≈ 2%, se R = 1.1, r ≈ 18%, se R = 2, r ≈ 80%. Si capisce dunque la necessità
di tenere R più basso possibile.
Questo gra�co spiega l'e�etto gregge delle campagne vaccinali: non solo la popolazione
vaccinata non si ammala, ma se R scende sotto 1 non si ammala nemmeno la frazione di
popolazione non vaccinata.

2.7 Il modello Lotka-Volterra - orbite periodiche

Il primo modello con interazione che descrivo è il modello preda-predatore, anche detto
modello di Lotka-Volterra, dal nome dei due scienziati che lo de�nirono, indipendentemente,
circa un secolo fa.
Le variabili sono x(t), il numero di predatori, e y(t) il numero di prede. Senza prendere in
considerazione l'interazione tra queste specie, modellizziamo la velocità di cambiamento di
x con tasso costante di decrescita (non avendo accesso alle risorse i predatori si estinguono),
e la velocità di cambiamento di y con tasso costante di crescita (in assenza di limitazioni
dovute a predatori o scarsezza di risorse, il numero di prede è in crescita malthusiana).
Ri�ettiamo ora sull'e�etto della presenza delle prede nel cambiamento del numero di pre-
datori. Deve trattarsi di un termine di crescita, che è ragionevole supporre proporzionale
al numero di prede: se raddoppo le prede, i predatori hanno a disposizione il doppio delle
risorse. Inoltre, sarà proporzionale al numero di predatori: se le prede venissero in conti-
nuazione rimpiazzate e messe a disposizione dei predatori, anche la numerosità dei predatori
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dovrebbe una crescita malthusiana, e questo è fenomeno è equivalente alla proporzionalità
della velocità di crescita alla numerositá. Dunque modellizziamo la velocità di variazione del
numero di predatori x(t) con l'equazione

x′ = axy − bx

Il secondo termine è quello di decrescita a tasso costante, il primo è quello di crescita a tasso
crescente con il numero di prede. Allo stesso modo, modellizziamo la velocità di variazione
del numero di prede y(t) con l'equazione

x′ = −αxy + βx

In questo caso, il secondo termine è quello di crescita a tasso costante, il primo è un termine
di decrescita con tasso che cresce con il numero di predatori.

Osservo che c'è un altro modo per spiegare la presenza dei termini xy: supponendo che le
y prede e gli x predatori si muovono casualmente in una stessa area, xy è proporzionale al
numero di incontri che possono avvenire nell'unità di tempo, dunque x è proporzionale al
numero di predatori che una singola preda può incontrare nell'unità di tempo, e dunque il
tasso di estinzione delle prede deve essere proporzionale a x.

Riassumendo {
x′ = axy − bx = (ay − b)x
y′ = −αxy + βy = (−αx+ β)y

È semplice trovare gli equilibri. Guardando la prima equazione, o x = 0, oppure y = ȳ = b/a.
Nel primo caso, inserendo il valore x = 0 nella seconda equazione, si ottiene che anche y deve
essere 0. Se invece uso y = ȳ, si ottiene che x = x̄ = β/α.

Come vedremo con le simulazioni, il comportamento del sistema è il seguente:

� (x, y) = (0, 0) è un equilibrio instabile;

� (x, y) = (x̄, ȳ) è un equilibrio stabile ma non è attrattivo;

� tutte le altre soluzioni sono periodiche

Commentiamo quest'ultima a�ermazione, riscrivendo il sistema in questo modo


x′ = axy − bx = a

(
y − b

a

)
= a(y − ȳ)x

y′ = −αxy + βy = −α
(
x− β

α

)
y = −α(x− x̄)y
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Osserviamo il gra�co in �gura, immaginando che il dato iniziale sia il punto (x0, y0), che
abbiamo scelto con x0 > x̄ e y0 > ȳ, cioè nella regione I. Le due equazioni ci dicono che
in questa regione x deve crescere e y deve diminuire. Questo andamento continuerà �no a
quando y non scende sotto ȳ, e la soluzione entra nella regione II. Qui y continua a decrescere,
ma anche x comincia a decrescere. Quando x passa x̄, la soluzione entra nella regione III, in
cui y ricomincia a crescere. In�ne, quanto y passa ȳ, la soluzione entra nella regione IV, in
cui entrambe le variabili crescono. Quando x sorpassa x̄, la soluzione rientra nella regione I,
e torna esattamente al punto di partenza.

È istruttivo osservare l'andamento temporale della soluzione su un unico gra�co. In ascissa
mettiamo il tempo, in ordinata i valori di entrambe le variabili, e disegniamo anche i valori
x̄ e ȳ. Come si vede, il massimo e il minimo del numero di predatori (in arancione), si
raggiunge nell'istante in cui il numero di prede (in verde), passa il valore di equilibrio. Lo
stesso accade al contrario.

39



x

y

tempi

Un altro fatto importante che si può dimostrare con un po' più di matematica, è che il valore
medio su un periodo della variabile x è sempre esattamente x̄, e quello della variabile y è
sempre esattamente ȳ (si tratta di un fenomeno che riguarda proprio questo modello, e non
è per niente generale). Dunque, anche se considero soluzioni che non siano di equilibrio, i
valori (x̄, ȳ) indicano i valori medi delle due variabili.

A questo punto è molto interessante chiedersi come variano (x̄, ȳ), se cambiano i parametri.
Per esempio se aumenta il nutrimento a disposizione delle prede, cresce il parametro β,
favorendo in teoria le possibilità delle prede. Ricordando però che

x̄ =
β

α
e ȳ =

b

a

si ottiene che il numero medio di prede non cambia, mentre aumenta il numero di predatori.
Al contrario, una maggior di�coltà di vita per i predatori (che si traduce in un aumento di b),
non ne cambia il numero, ma fa aumentare il numero delle prede, che possono prosperare più
facilmente. Questo esempio suggerisce che le interazioni ecologiche posso essere complesse, e
vanno comprese prima di poter fare valutazioni chiare sul signi�cato ambientale dell'aumento
o della diminuzione di una popolazione.
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2.8 Il modello di Ross per la malaria

Il modello di Ross per la di�usione della malaria è interessante perché ci mostra altre possi-
bili modellizzazioni dell'interazione tra due specie, e perché suggerisce alcune ri�essioni sul
controllo biologico.

È un modello per una epidemia che interessa due specie di�erenti, in cui la guarigione non
protegge dalla reinfezione. Ci sono due variabili in questo modello, il numero di zanzare
infette Z, il numero di umani infetti U . Ci sono un bel po' di parametri:

� a il numero medio di punture che una zanzara fa nell'unità di tempo;

� p la probabilità di trasmissione del plasmodio a un uomo sano per una puntura di una
zanzara infetta;

� q la probabilità di trasmissione del plasmodio a una zanzara sana per una puntura a
un uomo infetto;

� b il tasso di guarigione degli uomini;

� β il tasso di guarigione delle zanzare;

� N il numero totale di umani;

� M il numero totale di zanzare

Il numero di contagiati umani cresce con una velocità che ha un contributo negativo bU , e un
contributo positivo che si determina in questo modo: le Z zanzare infette pungono aZ volte
nell'unità di tempo, quindi il numero medio di punture per singolo umano è aZ/N . Poichè
gli umani sani sono N −U , il numero aZ/N(N −U) rappresenta il numero di punture subite
dagli umani sani nell'unità di tempo. Moltiplicando questo valore per p (la probabilità di
trasmissione) si ottiene la prima equazione

U ′ = ap
Z

N
(N − U)− bU

Ragionando nello stesso modo, M −Z zanzare sane pungono a(M −Z)/N volte ogni uomo,
dunque

Z ′ = aq
M − Z
N

U − βZ

È più utile riscrivere questo sistema per le variabili z = Z/M , u = U/N , che sono le frazioni
si zanzare e uomini infetti rispettivamente. Si ottiene facilmente{

u′ = apRz(1− u)− bu
z′ = aq(1− z)u− βz

dove R = M/N é il rapporto tra numero di zanzare e numero di umani,
Come sempre, si cercano gli equilibri. Aiutati dalla fenomenologia che stiamo descrivendo,
siamo portati a supporre che z = 0, u = 0 sia un punto di equilibrio, che corrisponde
all'assenza della malattia. Infatti se si sostituiscono questi valori si ottiene e�ettivamente

41



che i membri di destra delle due equazioni sono nulli. Possiamo chiederci se ci sono altri
equilibri. Imponendo che siano nulli i membri di destra si ottiene il sistema{

apRz(1− u) = bu

aq(1− z)u = βz

Si può risolvere con una piccola fatica che può essere ridotta dividendo tutte e due le equazioni
per zu. Si ottiene 

apR

(
1

u
− 1

)
= b

1

z

aq

(
1

z
− 1

)
= β

1

u

che è facilmente risolubile nelle variabili 1/u e 1/z, essendo un sistema lineare. Si ottiene
u =

a2pqR
bβ
− 1

a2pqR
bβ

+ aq
β

=
r − 1

r + aq
β

z =

a2pqR
bβ
− 1

a2pqR
bβ

+ apR
b

=
r − 1

r + apR
b

dove r = a2pqR
bβ

. Niente panico: dobbiamo solo capire se questa soluzione esiste e che cosa
vuole dire. I numeri che abbiamo ottenuto sono sicuramente minori di 1, però a seconda dei
valori dei parametri possono diventare negativi. I due numeratori sono identici, dunque u e
z sono positivi se e solo se

r > 1

Come vedremo con una esplorazione numerica, se questa soluzione esiste, è stabile e attrat-
tiva, mentre l'origine (u, z) = (0, 0) è una soluzione instabile. In questo caso la malattia è
endemica. Al contrario, se r ≤ 1, c'è solo l'equilibrio (u, z) = (0, 0) che è stabile e attrattivo,
dunque l'epidemia si estingue.
Ross comprese che l'unico parametro su cui si può agire in modo relativamente facilmente è
M , il numero di zanzare. Sotto una certa soglia r scende sotto 1, fermando l'epidemia. Na-
turalmente, è di aiuto anche poter aumentare b (la velocità di guarigione) o usare protezioni
che facciano scendere a (il numero di punture), anche in questo caso r si riduce.

Esercizio

Consideriamo un modello per i livelli tro�ci di un ecosistema, in particolare vogliamo mo-
dellizzare l'abbondanza di biomassa, presente all'interno di 5 compartimenti:

� N : disponibile nell'ambiente, sotto forma di componenti di base

� P : nei produttori primari (vegetali);

� H: negli erbivori

� C: nei carnivori

� D: nei decompositori, che ritrasformano biomassa in sostanze di base nell'ambiente

L'esercizio consiste nel provare a capire la relazione tra le variabili, e qual può essere un buon
modello che descrive il sistema.
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Capitolo 3

Biforcazioni, catastro�, caos

Come ho già illustrato, i modelli di�erenziali permettono di studiare come evolvono nel tempo
alcuni fenomeni. In molti degli esempi che abbiamo fatto, al passare del tempo, il sistema
raggiunge un equilibrio stabile, anche se ci sono altre possibilità, come nel caso delle orbite
periodiche del sistema preda-predatore (nei prossimi paragra� ne vedremo altre ancora).
In questo paragrafo a�rontiamo gli e�etti sugli equilibri di una modi�ca dei parametri.
Questo argomento è interessante per gli studi ambientali perché in natura spesso alcuni
parametri vengono più o meno lentamente modi�cati, si pensi agli a�etti dell'azione umana
sul clima e agli e�etti dei cambiamenti climatici sugli ecosistemi, In questi esempi, dunque,
considereremo dei modelli e ci chiederemo come cambia il loro comportamento al cambiare
dei parametri.

Per cominciare, riprendiamo l'analisi delle soluzioni stazionarie del modello di Ross. Indi-
pendentemente dal valore dei parametri, c'è sempre l'equilibrio (0, 0) (assenza di epidemia).
Inoltre c'è l'equilibrio


u =

a2pqR
bβ
− 1

a2pqR
bβ

+ aq
β

=
r − 1

r + aq/β

z =

a2pqR
bβ
− 1

a2pqR
bβ

+ apR
b

=
r − 1

r + apR/β

che dipende dal parametro positivo r = a2pqR/(bβ). Ricordo che u e z sono, rispettivamente,
le frazioni di umani e di zanzare infette, e dunque, anche se questa coppia di valori è sempre
una soluzione di equilibrio, essa ha un senso biologico solo se u e z sono compresi nell'inter-
vallo [0, 1], e questo accade se e solo se r ≥ 1. Ignoriamo questa condizione, e consideriamo
tutti i possibili valori di r ≥ 0. Rappresentiamo in un gra�co le soluzioni al variare di r.
Considereremo la sola variabile u, ma ricordiamoci che in corrispondenza di u c'è anche a
variabile z, cioè che l'equilibrio riguarda la coppia di variabili.
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Nell'asse delle ascisse c'è il valore di r, in quello delle ordinate il valore di u. Nel gra�co ci
sono due curve (che cambiano colore): l'asse delle ascisse, che rapprenta l'equilibrio u = 0,
e la curva crescente, che rappresenta l'altra soluzione, che cambia con r. Ho colorato in blu
la soluzione stabile, e in rosso la soluzione instabile. Come ho già discusso, la soluzione di
assenza di epidemia è stabile �no a r = 1, dopo diventa instabile, mentre l'altra soluzione,
quella endemica, diventa stabile.
Rispetto all'analisi che abbiamo già fatto, aver rappresentato la soluzione endemica anche
quando non è naturalisticamente accettabile perché negativa, ci permette di vedere meglio
l'aspetto matematico del cambiamento di stabilità. Quello che accade in questo caso è che,
attraversandosi, i rami delle due soluzioni si scambiano la stabilità.

Mostriamo ora con un esempio che possono accadere fenomeni più complicati, in particolare
alcuni modelli esibiscono un comportamenti �catastro�ci�.

3.1 Un modello per l'eutro�zzazione

Per questo semplice modello mi sono liberamente ispirato all'articolo di Katherine Meyer
Mathematical Review of Resilience in Ecology, Natural Resource Modeling vol 29, 3 (2016).
L'eutro�zazazione delle acque di un bacino, per esempio lago, ma anche un mare con poco
ricambio, è il fenomeno di accumulo di sostanze nutritive che induce una proliferazione di
organismi vegetali, in particolare �toplancton, che rende inospitale l'ambiente per le specie
ittiche. Il modello che mi appresto a descrivere tratta la dinamica delle sostanze nutritive,
che si muovono tra tre compartimenti: l'acqua del bacino, le acque re�ue (cioè quelle che
con�usicono nel bacino), e il fondale del bacino.
Indicherò con n(t) la concentrazione nell'acqua del bacino di una sostanza nutritiva (per
esempio l'azoto). Ci sono tre contributi alla variazione di n nel tempo:
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� arrivo di nutrimento dalle acque re�ue, modelizzato con il termine di �usso costante
+`, con ` ≥ 0;

� sedimentazione di n sul fondo, modellizzato con il termine di riduzione a tasso costante
−αn;

� restituzione di n dal fondo all'acqua, modellizzato con un termine di tipo Michaelis-
Menten generalizzato: +r nk

ak+nk , con r, a > 0. Per semplicità poniamo k = 2, a =
1.

L'ultimo contributo tiene in conto del fatto che per n piccoli il fenomeno di sedimentazione,
con velocità proporzionale a n, deve dominare sul contributo di restituzione, mentre se n è
grande, ci si aspetta un velocità di restituzione costante (si pensi a un rimescolamento del
fondale, in cui la concentrazione di azoto è massima, e dunque la velocità di restituzione
dipende solo dalla dimensione dello strato interessato).
Il modello è dunque

n′ = `− αn+ r
n2

1 + n2
= `+

n

1 + n2
(rn− α(1 + n2))

Non è possibile studiare analiticamente questo sistema, se non nel caso ` = 0, cioè in assenza
della sorgente di nutrimento. In tal caso, il termine di destra si può scrivere

n

1 + n2
(−αn2 + rn− α)

il cui numeratore è n per un polinomio di secondo grado. Gli zeri della funzione sono n = 0
e

n =
1

2

(
r

α
±
√( r

α

)2

− 4

)
che sono numeri reali se r ≥ 2α. Si noti inoltre che per n→ +∞ la funzione tende a −∞.

n

n'

n1 n2 n3 n

n'

Figura 3.1: Modello per l'eutro�zzazione, con ` = 0 e ` > 0.

Nel primo gra�co in �gura 3.1 rappresento la velocità di variazione per ` = 0, r = 4.2, α = 2,
considerando anche i valori di n negativi, per chiarire gli aspetti matemematici. Questa
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funzione ha tre zeri, che chiamo, in ordine crescente, n1, n2, n3. Naturalmente n1 = 0.
Per questi tre valori, c'è equilibrio tra il �usso con cui n si deposita e quello con cui n
torna in circolo dal fondale. Analizzando il segno di n′ in funzione di n notiamo che n1 e
n3 sono equilibri stabili (e attrattivi), n2 è un equilibrio instabile. Possiamo immaginare
che n3 corrisponda a una situazione di eutro�zzazione, in cui si è accumulato nel fondale e
nell'acqua troppo azoto, mentre n1 a una situazione normale, in cui il nutrimento è assente
(e dunque presumibilmente del tutto assorbito dagli organismi viventi). Nel secondo gra�co
considero valori di ` positivi. Guardando l'espressione di n′, si comprende che il gra�co si
ottiene da quello già disegnato traslandolo verso l'alto esattamente di `.
Si osservi con attenzione cosa accade ai tre equilibri: l'equilibrio n3 si sposta verso destra,
e rimane stabile. Gli equilibrio n1 e n2 si spostanto l'uno verso l'altro, e per un particolare
valore di ` arrivano a concidere. Per valori superiori di ` svaniscono entrambi.

ln1

n2

n3

ln1

n2

n3

Figura 3.2: Equilibri in funzione di `.

In �gura 3.2 rappresento in un gra�co come variano gli equilibri al variare di `. In blu ho
disegnato gli equilibri stabili n1 e n3, in rosso n2, quello instabile. Come si vede, c'è un
valore di soglia per ` per il quale n1 e n2 si annichilano. Con riferimento al secondo gra�co,
immaginiamo di considerare una situazione in cui ` è piccolo, per esempio ` = 0.1, e il sistema
è nell'equilibrio stabile n1, quindi con poco n disciolto in acqua (assenza di eutro�zzazione).
Facciamo crescere `, il sistema resta nell'equilibrio stabile n1 �no al valore critico di `, passato
il quale l'equilibrio non esiste più! L'unica possibilità per il sistema è quella di raggiugnere
�catastro�camente� l'altro equilibrio stabile, n3, per cui però il valore di n è grande e il sistema
è in una situazione di eutro�zzazione. Nel gra�co rappresnto in ocra queste modi�che. Al
crescre ulteriore di n il valore di n3 aumenta, ma non ci sono cambiamenti qualitativi. Quello
che è accaduto è una �catastrofe�: il sistema era in uno stato di equlibrio, ma i parametri sono
cambiati e l'equilibrio è scomparso, constringendo il sistema a precipitare in un di�erente
sistema di eqilibrio. È da notare che questo cambiamento drammatico non ha avuto segni
premonitori! (Da un punto di vista strettamente matematico qualche segno premonitore si
potrebbe trovare nella crescita incontrollata della velocità di variazione dell'equilibrio rispetto
al parametro, ma non mi aspetto che questa quantità sia misurabile in una osservazione
naturalistica).

46



Naturalisticamente, il crescere del �usso di nutrimento ha ecceduto la capacità del sistema
di restare in un equilibrio con piccoli valori di n in acqua, e il sistema ha trovato un altro
equilibrio, con n più grande. Potremmo immaginare di voler tornare all'equilibrio n1 facendo
diminuire ` �no al valore di partenza, ma purtroppo non funzionerebbe: se partiamo da un
punto di equilibrio n3, continueremo a rimanere nell'equilibrio n3, senza riuscire a tornare su
n1. Questa irriversibilità del passaggio da un equilibrio all'altro è cruciale in ecologia: una
volta spostato l'equilibrio è molto più di�cile tornare indietro, non basta ripristinare i valori
originari dei parametri.
Poiché il sistema dipende da più parametri, si può ipotizzare di poter agire, almeno ma-
tematicamente, su un altro parametro, in questo caso r, che misura con quanta e�cacia il
fondale fa rientrare nutrimento nelle acque. Considero dunque ` = 0.1, α = 2, e rappresento
in �gura 3.3 le soluzioni di equilibrio la variare di r tra 3.2 e 4.3. In questo caso, risulta che
al decrescere di r gli equilibri n2 e n3 si avvicinano e spariscono.
Dunque una strategia per ritornare all'equilibrio n1 potrebbe essere quella di tornare a
` = 0.1, arrivando però sull'equilibrio n3. A questo punto si fa decrescere arti�cialmente
r (rimuovendo strati di fondale o altro), �no a che non si produce la catastrofe che fa sparire
n3 e costringe il sistema a tornare sull'equilibrio n1 (l'unico che c'è). Possiamo poi tornare
al valore di r originario.

n1

n2

n3

Figura 3.3: Gli equilibri al variare di r.

La situazione descritta nell'esempio può sembrare complessa ma ha aspetto geometrico re-
lativamente semplice e comune a vari fenomeni. Ci sono due parametri che governano gli
equilibri, r e `. Per alcuni valori l'equilibrio è unico e stabile, per altri ci sono due equilibri
stabili e uno instabile (quello intermedio tra i due).
Nel gra�co in �gura 3.4 il piano di base è il piano (r, `), l'asse verticale è il valore di n di
equilibrio. Come si vede, la super�cie disegnata dagli equilibri al variare dei due parametri
presenta una �piega�: fuori dalla piega c'è un unico equilibrio, stabile. Nel piano (r, `) questa
situazione corrisponde alla regione fuori dalle due curve nere. Invece, quanto (r, `) è un punto
nella regione tra le due curve nere, ci sono tre posizioni di equilibrio, di cui quella intermedia
è instabile.
Le frecce disegnano in questo gra�co le situazioni che abbiano descritto precedentemente.
Aumentare ` fa sparire l'quilibrio inferiore, e fa precipitare il sistema nell'equilibrio superiore,
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Figura 3.4: La �catastrofe a piega�.

che è uno stato stabile di eutro�zzazione. Tornare indietro con il valore di ` non ci ripor-
ta allo stato precedente, bisogna prima passare per una catastrofe inversa, in cui sparisce
l'equilibrio superiore. Nell'esempio ci risciamo operando su r. Ci si riesca anche operando
sul solo parametro `, ma bisogna considerare valori negativi di `, cioè immaginare di poter
�ltrare l'acqua per liberarla del nutrimento in eccesso (ma questa situazione non sarebbe
modellizzabile con un valore costante, come abbiamo fatto).

3.2 Lo shift di ecosistemi

C'è un altro modo di rappresentare la catastrofe a piega, che viene molto usato anche in studi
ecologici. La base di questa descrzione viene dalla �sica, in particolare dalla meccanica.
Ricordo in particolare che nei sistemi �sici gioca un ruolo essenziale l'energia potenziale.
Supponiamo di considerare un caso unidimensionale e di avere a che fare con una particella
che nel punto x ha energia potenziale V (x). La meccanica ci dice che in x la particella sente
una forza f(x) = −V ′(x). Consideriamo l'energia potenziale in �gura. La forza è nulla
dove V ′ è nullo, cioè nei punti di massimo, di minimo, e di �esso a tangente orizzontale di
V (x). Per chiarire il moto conviene pensare a una pallina che si muove lungo il gra�co di
V , soggetta alla gravità. In e�etti se mettiamo la pallina ferma in A, B, C, rimane ferma,
poiché la forza è 0. D'altra parte se la mettiamo vicino a uno di questi punti si osservano due
situazioni di�erenti: se la mettiamo vicino a A o B, la pallina si allontana; se la mettiamo
vicino a C la pallina oscilla intorno a C. Questo vuol dire che A e B sono posizioni di
equilibrio instabili, mentre C è una posizione stabile.
Dunque i sistemi meccanici hanno questa proprità: i punti di minimo relativo dell'energia
potenziale sono punti di equilibrio stabile, i punti a tangente orizzontale che non sono di
minimo sono punti instabili.

Per analogia, spesso si immagina che in sistema naturale (per esempio un ecostistema) sia in
un equilibrio descritto da un punto di minimo di un'opportuna energia potenziale. Al variare
dei parametri l'energia potenziale piò cambiare e può cambiare la natura degli equilibri.
Considero come esempio l'energia potenziale rappresentata nella �gura 3.5, che si modi�ca
al modi�carsi di qualche parametro. Partento dal gra�co a destra in alto: inizialmente c'è
un solo punto di equilibrio x = x1, che è stabile. Al modi�carsi del potenziale l'equilibrio si
sposta di poco, in x2, ma rimane unico e stabile. Nel terzo gra�co, l'equilibrio stabile è in
x3 (vicino ai precedenti), ma compare un equilibrio instabile, nel punto di �esso a tangente
orizzontale. Nel gra�co successivo il punto instabile biforca in un punto instabile (il punto di
massimo relativo) e in uno stabile, il punto di minimo relativo a destra. In questo momento
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Figura 3.5: Energia potenziale che si modi�ca provocando uno cshift catrasto�co
dell'equilibrio.

dunque il sistema ha due equilibri stabili, ma rimane in quello in cui era, e lo stesso accade
in primo gra�co in basso a sinistra. Nel gra�co successivo la posizione di equilibrio in cui
si trova il sistema va a coicidere con l'equilibrio instabile, in un punto di �esso a tangente
orizzontale, con ascissa x6. In questo istante il sistema non è più in equilibrio, e può solo
precipitare nell'unico equilibrio stabile a destra, che nei due gra�ci successivi si sposta in x7

e x8. Si noti che mentre i punti da 1 a 6 sono vicini tra loro, e i punti da 7 a 8 sono vicini tra
loro, il primo gruppo è distante dal secondo: il sistema di trova ora in un'altra situazione.

Nella �gura 3.6 rappresento lo stesso sistema, ma utilizzando il gra�co di biforcazione. In
ascissa c'è il parametro che viene cambiato, in ordinata le posizioni di equilibrio.
In letteratura trovate facilmente gra�ci tipo quello in �gura 3.5, per esempio nel lavoro di
rassegna M. She�er, S. Carpenter, J.A. Foley, C. Folke, B. Walker: Catastrophic shifts in

ecosystems Nature, vol 413, 11 (2001). Un tipico esempio è la transizione di un ecosistema da
boscoso a erbaceo, in cui, per il cambiare delle temperature medie e dell'umidità, l'equilibrio
dello stato �boscoso� diventa instabile e sparisce, e il sistema raggiunge un altro stato stabile,
quello �erbaceo�. Un punto di estrema importanza è che anche se i parametri (tempratura
e umidità) tornano ai livelli prededenti, il sistema rimane nell'equilibrio �erbaceo� �no a che
esiste, o �no a che altri fattori esterni (per esempio un rimboscimento arti�ciale) non lo
cambiano.

Termino questo paragrafo con un esercizio, che serve a far vedere che i sistemi possono
cambiare in modi di�erenti da quelli �n qui discussi.
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Figura 3.6: Gra�co di biforcazione completo per lo shift catastro�co

Mi sono liberamente ispirato al modello studiato nell'articolo �Bautin bifurcations in a forest-
grassland ecosystem with human-environment interactions� Scienti�c Reports (2019) 9:2665
https://doi.org/10.1038/s41598-019-39296-x sempli�candolo.
Si vuole descrivere l'interazione tra una comunità umana e l'estensione di foreste e praterie
nella regione di insiediamento.
La prima variabile che introduciamo è f ∈ [0, 1], che è frazione di terreno coperto da foreste.
Il valore 1− f è la frazione di terreno coperta da praterie. In assenza di intervento umano,
la foresta si riduce, a favore delle praterie, con tasso costante ν. Incendi periodici bruciano
le praterie, ma meno gli alberi, soprattuto dove sono più densi e dunque è meno presente il
sottobosco. Questo e�etto si traduce in un termine di crescita del tipo

af(1− f)w(f)

La parte af(1− f) è un termine di crescita limitata (tipo Verulsth) e non a tasso costante,
perché f è una variabile limitata da 1. La funzione w(f) modula il termine di crescita in base
alla densità della foresta, e duqnue è una funzione crescente. Nell'articolo viene suggerita
un'espressione che qui non discuto, per i miei scopi assumo

w(f) = f b

L'equazione per f è dunque
f ′ = −νf + af(1− f)f b

L'interazione proposta con la comunità umana è di tipo �dimanica delle opinioni�, che riscuote
un grande interesse nella modellistica sociale. Indichiamo con x la frazione degli umani
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�favorefoli� alla foresta. Ci si aspetta che x cresca se f scende sotto una certa soglia, e che x
decresca se f è sopra una certa soglia. Un'espressione semplice con queste caratteristiche è

x(1− x)(1− 2f)

La parte x(1 − x) è di nuovo un termine di crescita limitata (x deve essere tra 0 e 1), il
termine 1− 2f è positivo se f < 1/2, negativo se f > 1/2.
L'e�etto di x su f viene modellizzato con il termine

hfx

che è un contributo di crescita per f con tasso proporzionale alla grandezza di x.

Esercizio 17.

a Scrivi il sistema complessivo

b Poni ν = 0.3, a = 0.5, b = 0.8, e considera h = 0 (cioè non c'è azione umana sulla foresta).
Simula il sistema e descrivine il comportamento.

c Ora poni h = 0.8. Simula il sistema e descrivine il comportamento.

d Porta il valore di b a 1.2 Simula il sistema e descrivine il comportamento.

e Esplora altri valori dei parametri, e scrivi una relazione conclusiva sul comportamento del modello.

3.3 Modelli di�erenziali discreti

Vedi [BDM par. 7.4], e in particolare gli esempi 7.4.7, 7.4.8.

3.4 Il modello di May e la transizione al caos

Vedi [BDM par. 7.4] esempio 7.4.12
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Capitolo 4

Richiami di probabilità e statistica

Pensavo di dare per per scontate le nozioni base, che comunque possono essere trovate su
[BDM cap. 10, 11, 12]. Qui faccio una sintesi.

4.1 Mediana, quantili, frequenze cumulate

Vedi [BDM cap 12], o un qualunque testo di statistica elementare, o anche direttamente le
esercitazioni con R.

4.2 Proprietà estremali della media

È noto che l'informazione contenuta in una collezione di dati viene spesso sintetizzata con il
valore medio, e che la dispersione dei dati viene misurata mediante la deviazione standard.
Approfondiamo questi concetti.
Supponiamo di avere una variabile statisticaX, che assume i valori dati numerici, X1, . . . XN .
L'idea di fondo è rappresentare la variabile con un solo numero x, con l'espressione

Xi = x+ ∆Xi

dove ∆Xi = Xi − x è chiamato, a seconda dei contesti, scarto o errore. Il numero x che
sintetizza i valori della variabile X, deve in un qualche senso essere il più vicino possibile a
tutti i dati. Una interessante scelta per la funzione di vicinanza v(x) è data dalla somma
dei quadrati delle distanze dei punti da x. Poiché il numero dei dati è �ssato, per comodità
dividiamo questa somma per N , e in questo modo consideriamo la media delle quadrati delle
distanze dei dati da x:

v(x) =
1

N

N∑
i=1

(Xi − x)2

Svolgendo i quadrati si ottiene

v(x) =
1

N

N∑
i=1

X2
i − 2

1

N

N∑
i=1

xXi +
1

N

N∑
i=1

x2.

La seconda somma è pari a xX, dove X è la proprio la media aritmetica, l'ultima somma è
pari a x2. Dunque, cambiando l'ordine della somma,

v(x) = x2 − 2xX +
1

N

∑
i=1

X2
i
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che è una funzione quadratica, con la concavità rivolta verso l'alto. Il valore di x che
minimizza v(x) è dunque l'ascissa del vertice, che risulta essere proprio X̄.
Usando la de�nizione, possiamo notare che v(X) è proprio la media del quadrato degli scarti
da X, cioè, per de�nizione è la varianza

σ2
X =

1

N

N∑
i=1

(
Xi −X

)2
= (X −X)2.

Questo valore deve coincidere con l'ordinata del vertice della parabola che è

v(X) = X
2 − 2X

2
+X2 = X2 −X2

.

Riassumendo: la media aritmetica dei dati è il valore che minimizza la media dei quadrati
delle distanze, che in tal caso è pari alla varianza. Inoltre abbiamo mostrato che

σ2
X = (X −X)2 = X2 −X2

.

cioè che la varianza è uguale alla di�erenza tra la media dei quadrati dei dati e il quadrato
della media dei dati.

Ultima osservazione: quando si eleva al quadrato una somma, si ottengono tre termini: i
quadrati dei due termini e i doppi prodotti. È una proprietà della media che da

Xi = X + ∆Xi

quadrando e sommando, i doppi prodotti se ne vanno, cioè

X2 = X
2

+ σ2
X .

Questa formula è un primo esempio di decomposizione della variabilità (quadratica): la
variabilità di X rispetto a 0 si decompone in un termine dovuto alla distanza della media da
0, il termine X

2
, e in un termine di variabilità di X rispetto alla media, il termine σ2

X .

Un altro modo di vedere questo argomento, forse più sintetico, è il seguente. Torno alla
funzione che misura la distanza quadratica di x dai dati:

v(x) =
1

N

N∑
i=1

(Xi − x)2

che è lo scarto quadratico medio rispetto a x. Sommo e sottraggo la media dentro, e svolgo
i quadrati

v(x) =
1

N

N∑
i=1

((Xi −X) + (X − x))2 = σ2
X + 2(X − x)X −X + (X − x)2 = σ2

X + (X − x)2.

Come si può notare, il doppio prodotto scompare. Da questa epressione si capisce che v(x)
ha il valore minimo in X, e in tal caso vale σ2

X , e che la media ha una proprietà imporante:
la scarto quadratico medio rispetto a un valore x si decompone in due termini positivi: uno
che è la distanza al quadrato tra x e il valore medio, e l'altro che è la varianza, cioè lo scarto
quadratico medio rispetto alla media.
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4.3 Coppie di variabili statistiche

Per le nozioni introduttive su correlazione d covarianza si veda [BDM cap 12]. Qui presento
una versione alternativa dellla determinazione della retta dei minimi quadrati.
Supponiamo di aver preso N dati per due variabili statistiche, X e Y . Ossservando il
gra�co di dispersione notiamo un buona correlazione, e in e�etti il valore del coe�ciente di
correlazione

ρ =
σxy
σxσy

è in modulo vicino a 1. In tal caso, possiamo pensare che esista una legge lineare y = ax+ b,
che �spiega� y in funzione di x. I dati però non sono perfettamente allineati (|ρ| < 1), dunque
vale, al variare di i,

Yi = aXi + b+ εi (4.3.1)

dove εi prende il nome di errore o anche �residuo� (nel senso che il valore di Y �dovrebbe�
essere quello teorico, aXi + b, ma c'è una di�erenza residua rispetto alla �spiegazione�).
Il primo problema che ci poniamo è quello di determinare la migliore retta possibile che sia
vicina ai dati, cioè dobbiamo trovare a e b. Anche in questo caso è essenziale �ssare prima
in che senso la retta deve essere migliore. Nell'ottica in cui abbiamo scritto il modello lneare
(4.3.1), cerchiamo di minimizzare la somma dei quadrati dei residui: 1

N

∑
ε2
i . Come abbiamo

già visto nel caso della media, se riusciamo nella nostra operazione di minimizzazione, la
media degli errori deve essere 0. Imponendo questo fatto e calcolando la media di entrambi
i membri dell'equazione (4.3.1) si ottiene

Y = aX + b

Dunque la retta migliore (che è la retta di regressione o retta dei minimi quadrati
passa necessariamente per il baricentro dei dati, cioè per il punto del piano (x, y) che ha
come coordinate (X,Y ).
Ovviamente questa informazione non basta a trovare la retta: i parametri sono due, e per ora
abbiamo ottenuto una sola informazione. Usando questa informazione scriviamo gli scarti di
Y :

∆Yi = Yi − Y = aXi + b− (aX + b) + εi = a∆Xi + εi

Dunque
1

N

∑
ε2
i =

1

N

∑
(∆Yi − a∆Xi)

2

che svolgendo il quadrato e sviluppando le somme, è

1

N

∑
ε2
i = σ2

Y − 2aσXY + a2σ2
X

Quindi la media dei quadrati dei residui è una funzione quadratica del coe�ciente a, che ha
come gra�co una parabola. Il minimo si ottiene se a è l'ascissa del vertice, cioè

a =
σXY
σ2
X

che si può anche scrivere in termini del coe�ciente di correlazione:

a =
σXY
σ2
X

= ρ
σX
σY

.
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Questa uguaglianza ci dice quanto vale a, usando il fatto che la retta passa per il baricentro
si determina anche b, risolvendo il problema di partenza.
Usando il valore di a appena trovato, intanto notiamo che

a2σ2
X = ρ2σ2

Y .

Inoltre possiamo calcolare quanto vale al minino la media del quadrato dei residui, che, poché
i residui hanno media nulla, è la varianza dei residui:

σ2
ε = σ2

Y − 2ρ2σ2
Y + ρ2σ2

Y = σ2
Y − ρ2σ2

Y

Quindi, anche in questo caso, dalla ottimizzazione del parametro a nel modello

∆Yi = a∆Xi + εi

si ottiene
σ2
Y = a2σ2

X + σ2
ε = ρ2σ2

Y + σ2
ε

Detto in parole: la varianza della variabile Y è la somma di un contributo dovuto alla
varianza della variabile X, più un contributo di variabilità dovuto alla varianza dei residui.
Dividendo per σ2

Y si ottiene
1 = ρ2 + σ2

ε/σ
2
Y

che leggiamo in questo modo: ρ2 è la frazione della variabilità di Y spiegata dal modello
lineare, mentre σ2

ε/σ
2
Y = 1− ρ2 è la frazione residua. Un modello lineare sarà tanto migliore

quanto più ρ2 si avvicinerà a 1. Il numero ρ2 è anche detto coe�ciente di determinazione.

Una ultima osservazione: data la variabile X, la variabile

X −X
σX

è una variabile adimensionale, a media nulla e con deviazione standard 1. È la standar-
dizzazione dell variabile X. La retta di regressione ha una forma semplice in termini di
variabili standardizzate, infatti

Y − Y
σY

= ρ
σY
σX

1

σY
(X −X) = ρ

X −X
σX

cioè il coe�ciente angolare della retta tra gli scarti standardizzati è proprio il coe�ciente
di correlazione. Se i dati sono perfettamenta allineati con correlazione positiva, gli scarti
standardizzati sono perfettamente uguali, cioè ρ = 1. In caso di perfetto allineamento con
correlazione negativa, gli scarti sono opposti in segno, ma uguali in modulo.

4.4 Probabilità ed eventi

Fenomeni che sono governati da troppe cause, o da cause sconosciute, assumono un aspetto
�casuale� ( o aleatorio) nel loro veri�carsi. Esempi semplici e classici sono il lancio di un
dado o di una moneta.
La modellizzazione matematica di un evento casuale discreto (ovvero di un evento che può
veri�carsi in un numero �nito di varianti), viene fatta in quattro passi:
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1) Identi�care l'insieme ( o spazio) degli eventi elementari

E = {e1, e2, . . . , en},

cioè l'insieme delle n varianti con cui l'evento può veri�carsi. Nel caso della moneta E =
{T,C}, nel caso del dado E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

2) Assegnare un valore di probabilità ad ogni evento elementare. Indicherò con pi il valore
assegnato all'evento ei. Si assume 0 ≤ pi ≤ 1; il valore 0 è assegnato agli eventi impossibili,
il valore 1 all'evento certo, ovvero che si veri�ca sicuramente. Inoltre la somma delle
probabilità è 1:

n∑
i=1

pi = 1.

Nel modello per la moneta non truccata si considerano equiprobabili gli eventi �T� e �C�,
dunque si assegna ad essi la probabilità 1

2
. Per una moneta truccata questi numeri saranno

diversi: indicando con pT la probabilità che esca testa, la probabilità che esca croce sarà
pC = 1− pT . Il caso estremo (una moneta con la �testa� su entrambe le facce) è descritto da
pT = 1 e pC = 0.

3) Identi�care gli eventi che si vogliono descrivere. Chiamerò evento ogni sottoinsieme
dello spazio degli eventi elementari

A ⊂ E.

Il motivo di questa de�nizione si chiarisce meglio con un esempio: nel lancio di un dado
potrebbe interessarci il fatto che esca un numero pari; questo �evento composto� racchiude
gli eventi elementari 2, 4, 6, quindi lo identi�chiamo con il sottoinsieme {2, 4, 6} dello spazio
degli eventi.

4) Usare la regola di calcolo per le probabilità degli eventi composti: se A ⊂ E, la probabilità
che si veri�chi A, indicata con P (A), è la somma delle probabilità degli eventi elementari che
costituiscono A. Nell'esempio precedente, la probabilità che esca un numero pari è p2+p4+p6.

La regola per il calcolo della probabilità di un evento composto è in caso particolare della
seguente regola più generale:

A e B sono eventi incompatibili se non possono veri�carsi contemporaneamente; in tal caso
la probabilità dell'evento �A o B� è la somma delle probabilità di A e B

Espressa in termini matematici:

se A ∩B = ∅, allora P (A ∪B) = P (A) + P (B),

Infatti gli eventi sono incompatibili se non c'è nessun evento elementare che appartenga
ad entrambi (e dunque l'intersezione degli eventi è l'insieme vuoto), mentre l'evento �A o
B� è costituito dall'insieme degli eventi elementari per cui si realizza A oppure B, quindi
dall'unione insiemistica di A e B.

Esercizio di riepilogo. Un dado tetraedrico irregolare ha le facce numerate da 1 a 4. Si
supponga che p1 = 1

3
, p2 = 1

4
, p3 = 1

6
. Determinare p4. Descrivere insiemisticamente gli

eventi seguenti, e calcolarne la probabilità
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� A1 esce un numero dispari

� A2 non esce un numero dispari

� A3 non esce 3

� A4 esce 2 o un numero dispari

Dire quali sono le coppie di eventi incompatibili.

La �legge dei grandi numeri� dà una motivazione alla costruzione precedente, e lega la
probabilità alla statistica.
Supponiamo di avere una moneta non truccata, e facciamo N lanci. Possiamo trattare i dati
che abbiamo ottenuto con metodi statistici de�nendo

FN(T ) = frequenza assoluta dell'uscita di T in N lanci.

e

fN(T ) = FN(T )/N = frequenza relativa dell'uscita di T in N lanci.

Se il nostro modello probabilistico è quello giusto per descrivere il fenomeno, ci aspettiamo
che al crescere del numero delle prove la frequenza relativa si avvicini al valore assegnato
della probabilità.
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Figura 4.1: Frequenze relative di T al variare del numero di prove

Più in generale, in un modello assegneremo all'evento ei la probabilità P (ei) = pi se ci
aspettiamo che pi sarà il valore asintotico della frequenza relativa dell'evento ei. In genere la
scelta delle pi viene fatta in base a semplici considerazioni, in cui gioca un ruolo fondamentale
la presunzione di equiprobabilità: se non abbiamo motivo di pensare che un evento sia
favorito rispetto a un altro, gli assegneremo la stessa probabilità. Questo è il caso delle
monete, dei dadi, dei giochi di carte. A partire da semplici esempi però si possono costruire
modelli molto utili e interessanti.
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4.5 Eventi indipendenti

Consideriamo il lancio consecutivo di due monete non truccate. Evidentemente, l'esito del
lancio della seconda moneta non dipende dall'esisto del lancio della prima, e viceversa. In
particolare l'evento �la prima moneta dà T� è indipendente dall'evento �la seconda moneta
dà T�. In termini di probabilità, A e B si de�niscono indipendenti se

P (A ∩B) = P (A)P (B).

La ragionevolezza di questa de�nizione si comprende pensando alle frequenze relative nel
caso di molti lanci delle due monete. Supponiamo di fare 1000 lanci. In circa 500 casi la
prima moneta dà T; di questi casi, in circa la metà (250) anche la seconda moneta dà T.
Dunque la frequenza relativa dell'uscita TT sarà circa un quarto.

Un caso particolare di eventi indipendenti è quello in cui si ripete lo stesso esperimento
probabilistico, per esempio il lancio successivo di una moneta, per la quale la probabilità che
esca testa è p.
Supponiamo di e�ettuare 10 lanci. Lo spazio degli eventi è E10 = E × E × E × E × E ×
E ×E ×E ×E ×E. Per semplicità indicherò gli eventi con sequenze ordinate di T e C. Ad
esempio TTCTCCTCCC invece di (T, T, C, T, C, C, T, C,C,C). Resta inteso che il primo
simbolo si riferisce al primo lancio, il secondo al secondo, etc. .

Esercizio. Quanti sono gli eventi elementari in E10? [Risposta: 210 = 1024]

Esercizio. Qual è la probabilità dell'evento TTCTCCTCCC? [Risposta: p4(1− p)6]
E dell'evento TTTTCCCCCC? [Risposta: la stessa]
E dell'evento CCCCCCTTTT? [Risposta: la stessa]

Esercizio. Sia N il numero di lanci che viene e�ettuato; data una stringa (sequenza) qua-
lunque, come determino facilmente la sua probabilità? [Risposta: se k è il numero di T, la
probabilità è pk(1− p)(N−k).

Come si vede dagli esempi precedenti, la probabilità di una sequenza dipende solo dal numero
di T che contiene, e non dal loro ordine. La domanda a cui vogliamo rispondere è:
su n lanci, qual è la probabilità che esca k volte T?

Esempio. Con quale probabilità ho due T con due lanci? E una T? E nessuna T?
L'evento �due T� è esattamente l'evento TT, che ha probabilità p2. L'evento �nessuna T� è
esattamente l'evento CC, che ha probabilità (1−p)2. L'evento �una T� è un evento composto:
{TC,CT}. Essendo TC e CT eventi elementari (quindi incompatibili), la probabilità cercata
è la somma delle singole probabilità. Esse sono entrambe uguali a p(1− p) (infatti il numero
di T è lo stesso). Dunque la probabilità di �una testa� è 2p(1− p).

In generale, l'evento �su n lanci esce k volte T� è un evento composto: è l'insieme di tutte
le stringhe che contengono esattamente k volte testa; ogni singola stringa con k volte T ha
probabilità pk(1− p)n−k.
Dunque per determinarne la probabilità è su�ciente contare il numero di stringhe che hanno
esattamente k volte T. La risposta a questa domanda è data dal coe�ciente binomiale:(

N

k

)
=

N !

k! (N − k)!
,
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dove con il punto esclamativo si intende il fattoriale del numero, cioè il prodotto di tutti
gli interi da 1 al numero:

a! = 1× 2× · · · × a.

In generale, si chiama distribuzione binomiale la legge di probabilità che descrive il nu-
mero di �successi� su N prove indipendenti, assumendo che la probabilità di successo in una
singola prova sia p:

P (k) =

(
N

k

)
pk(1− p)N−k

4.6 Probabilità condizionate, formula di Bayes, test dia-

gnostici

Vedi [BDM] cap. 10.

4.7 Variabili aleatorie

Si chiama variabile aleatoria una qualunque funzione degli eventi elementari. Questa
de�nizione astratta si concettizza spesso nel caso in cui associamo numeri ad eventi. Per
esempio, il numero di successi su N prove indipendenti di un esperimento è una variabile
aleatoria binomiale.
La scelta di un numero intero a caso tra 1, 2, . . . N è invece una variabile aleatoria unifor-
me in {1, . . . N}. Concettualmente non c'è di�erenza tra trattare eventi che si chiamano A,
B, o e, oppure eventi a cui è associato un valore numerico, però il caso di variabili aleatorie
numeriche permette di de�nire delle quantità molto utili, i valori attesi.
Li introduco con un esempio. Si supponga di partecipare a un test a risposta multipla. Ogni
domanda ha 5 possibili risposte, di cui una sola esatta a cui è assegnato punteggio 1. Alla
risposta non data è assegnato il punteggio 0. Per scoraggiare risposte casuali, in genere viene
assegnato un punteggio negativo alle risposte errate. Supponiamo che sia−0.25. Chiediamoci
cosa accade a uno studente che risponde sempre a caso, su un test fatto di N domande. Il
suo punteggio medio per domanda sarà

+1× k − 0.25× (N − k)

N

dove k è il numero di risposte esatte che ha dato. Poiché la probabilità di date una risposta
esatta scegliendo a caso è 1/5, invocando la legge dei grandi numeri, ci aspettiamo che il
rapporto k/N sia vicino a 1/5. Analogamente, il rapporto (N − k)/M sarà vicino a 4/5, che
è la probabilità di dare una risposta errata. Dunque il punteggio medio per domanda sarà
vicino al valore

+1× 1

5
− 0.25× 4

5
= 0

�In media�, lo studente che risponde a caso riceve 0 punti per esercizio (questo è il motivo
della scelta di -0.25 per il punteggio delle risposte errate).
Per predire il punteggio medio su un gran numero di prove, abbiamo sommato i possibili valori
della variabile (in questo caso +1 e −0.25, pesati con la loro probabilità). Generalizziamo.
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Sia X una variabile aleatoria, che può assumere i valori reali x1, . . . xn, con probabilità
p1, . . . pn. Si chiama valore atteso il numero

〈X〉 =
n∑
i=1

xipi

(nell'esempio precedente, n = 2). Supponiamo ora di estrarre N volte questa variabile,
ottenendo i valori X1, . . . XN (nell'esempio precedente, questi valori sono i punteggi che lo
studente ottiene nelle singole domande). Si chiama media empirica il valore

mN =
1

N

N∑
h=1

Xh

Riorganizziamo i termini della somma, indicando con FN(j) la frequenza assoluta con cui
esce xj e con fN(j) la frequenza relativa

mN =
1

N

n∑
i=1

xiFi(N) =
n∑
i=1

xifi(N)

Se N è grande, ci si aspetta che fi(N) ' pi, dunque

mN ' 〈X〉

cioè il valore atteso è predittivo del valore della media empirica, per N grande.

Spesso è utile considerare funzioni di variabili aleatorie. In generale, se f è una funzione e
X è una variabile aleatoria, f(X) è una variabile aleatoria, e il suo valore atteso è

〈f(X)〉 =
n∑
i=1

f(xi)pi

In particolare, si chiama varianza il valore atteso dello scarto quadratico

σ2 = 〈(X − 〈X〉)2〉

Come vedremo successivamente, questo valore è anche uguale alla di�erenza tra il valore
atteso del quadrato della variabile e il quadrato del valore atteso:

σ2 = 〈(X − 〈X〉)2〉 = 〈X2〉 − 〈X〉2

Come esercizio calcoliamo la varianza del voto dello studente che risponde a caso:

σ2 = (1− 0)2 × 1

5
+ (−0.25− 0)2 × 4

5
=

1

5
+

1

42
× 4

5
=

1

4

Calcoliamo anche valore atteso e varianza di una variabile aleatoria X che vale 1 con
probabilità p, e 0 con probabilità 1− p:

〈X〉 = 1× p+ 0× (1− p) = p

σ2 =< (X − p)2 >= (1− p)2 × p+ (0− p)2 × (1− p) = p(1− p)

Sui valori attesi di somma e prodotto valgono i due seguenti importanti fatti:
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� il valore atteso della somma di variabili aleatorie è uguale alla somma dei valori attesi
delle variabili;

� la varianza della somma di variabili aleatorie indipendenti è uguale alla somma delle
varianze delle variabili.

La prima asserzione sembra molto naturale, pensando a qualche esempio. Nel caso di rispo-
ste casuali a due domande, il valore atteso del voto per la prima domanda è zero, quello per
la seconda è zero, il voto atteso complessivo sarà naturalmente 0 + 0 = 0. In questo esempio,
però, le due variabili, voto alla prima domanda, e voto alla seconda domanda, sono indipen-
denti. Immaginiamo che lo studente scelga a caso quale risposta dare alla prima domanda,
e alla seconda risponda esattamente nello stesso modo. In questo caso le due variabili non
sono indipendenti, ma il valore atteso è sempre 0. Lo stesso accede se lo studente sceglie
a caso la seconda risposta tra quelle diverse dalla risposta che ha dato alla prima doman-
da. Per esercizio, si calcoli la varianza del voto totale nei tre casi descritti: scelta casuale
indipendente, scelta casale identica, scelta casuale di�erente. Quale sarà la maggiore?
Dimostro che la prima asserzione è vera, anche se le variabili non sono indipendenti. Consi-
dero due variabili, X che assume valori xi, i = 1, . . . k, e Y che assume valori yj, j = 1 . . . h.
Conoscere la distribuzione di probabilità per X e per Y è una descrizione parziale, perché
non prendiamo in considerazione come si accoppiano i valori delle due variabili. Invece è
necessario speci�care

P (X = xi e Y = yj)

che è detta distribuzione congiunta delle due variabili. Se le variabili sono indipendenti,
allora

P (X = xi e Y = yj) = P (X = xi)P (Y = yj)

Nel caso generale P (X = xi e Y = yj) = pij saranno degli opportuni valori, a somma
1. Sommmando su tutti i possibili valori che può assumere la variabile Y , si ottiene la
distribuzione della variabile X e viceversa:

P (X = xi) =
h∑
j=1

P (X = xi e Y = yj) =
h∑
j=1

pij

P (Y = yj) =
k∑
i=1

P (X = xi e Y = yj) =
k∑
i=1

pij

A questo punto è facile calcolare

〈X + Y 〉 =
k∑
i=1

h∑
j=1

(xi + yj)pij =
k∑
i=1

h∑
j=1

xipij +
k∑
i=1

h∑
j=1

yipij

=
k∑
i=1

xi

h∑
j=1

pij +
h∑
j=1

yj

k∑
i=1

pij

=
k∑
i=1

xiP (X = xi)
h∑
j=1

yjP (Y = yj) = 〈X〉+ 〈Y 〉

Vediamo invece perché è vera la seconda asserzione, nel caso in cui

P (X = xi e Y = yj) = P (X = xi)P (Y = yj)
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〈XY 〉 =
k∑
i=1

h∑
j=1

xiyjP (X = xi)P (Y = yj)

=
k∑
i=1

xiP (X = xi)
h∑
j=1

yjP (Y = yj) = 〈X〉〈Y 〉

Come conseguenza, si ha che la varianza della somma di due variabili aleatorie indipendenti
è uguale alla somma delle varianze. Infatti lo scarto quadratico della somma è

(X + Y − 〈X + Y 〉)2 = (X − 〈X〉+ Y − 〈Y 〉)2

= (X − 〈X〉)2 + 2(X − 〈X〉)(Y − 〈Y 〉) + (Y − 〈Y 〉)2

Il valore atteso di X − 〈X〉 e di Y − 〈Y 〉 è zero, dunque, usando l'indipendenza, si ottiene
che il valore atteso del termine al centro è 0. I valori attesi degli altri due sono esattamente
le varianza di X e Y . In sintesi, per due variabili indipendenti:

σ2
X+Y = σ2

X + σ2
Y

Ora siano in grado di calcolare senza (troppi) sforzi, il valore atteso e la varianza di una
variabile aleatoria relativa a N lanci con probabilità di successo p per ogni lancio. Infatti la
variabile aleatoria FN = numero di successi su N esperimenti si ottiene contando il numero
di successi, cioè

FN = X1 + · · ·+XN

dove Xi vale 1 se all'i-esimo esperimento si ottiene il successo, e 0 altrimenti (chiamo FN
questa variabile, perché è la frequenza di successi negli N esperimenti). Le variabili aleatorie
Xi sono indipendenti, hanno media p e varianza p(1 − p), come abbiamo calcolato negli
esercizi precedenti. Usando che il valore atteso della somma è pari alla soma dei valori attesi
si ottiene

〈FN〉 = Np

(come c'era da aspettarsi, pensando alle frequenze). Usando l'indipendenza, anche la varian-
za è la somma delle varianze, e dunque

σ2 = Np(1− p)

4.8 Medie empiriche e valori attesi

Torniamo ancora sull'esempio della variabile binomiale FN , numero di successi in N prove, e
chiediamoci che cosa accade al crescere diN . Il suo valore atteso è pN , la sua varianzaNp(1−
p). Ricordando che la deviazione standard esprime l'ordine di grandezza dello scostamento
dal valore atteso, possiamo dire che

FN = pN + errore, con l'errore dell'ordine di
√
N

Quindi l'ordine di grandezza dell'errore cresce al crescere di N . Torniamo all'esempio della
moneta non truccata. Su 100 lanci mi aspetto circa 50 teste, con un errore dell'ordine di√

100/4 ≈ 5. Su 10 000 lanci, l'errore è dell'ordine di 50. Su un milione di lanci l'errore è
dell'ordine di 500.
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Figura 4.2: Distribuzione di probabilità dell'errore FN − pN

Vediamo gra�camente questo fatto, nel caso p = 0.4, rappresentando la distribuzione della
variabile FN − pN , per alcuni valori di N . Come si nota, al crescere di N la distribuzione si
allarga e si abbassa, rendendo probabile che l'errore sia un numero grande.

Chiediamoci invece cosa accade alla media empirica del numero di successi, cioè a fN =
FN/N . Il valore atteso di questa variabile è p, la varianza è Np(1 − p)/N2 = p(1 − p)/N .
Dunque

fN = p+ errore, con l'errore dell'ordine di
1√
N

Stavolta, al crescere di N , la taglia dell'errore diminuisce.
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Figura 4.3: Distribuzione di probabilità dell'errore fN − p

In questo secondo gra�co non ho rappresentato le probabilità ma le densità, quindi le
probailità sono rappresentate dalle aree.
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Stiamo descrivendo con maggior dettaglio la legge dei grandi numeri: per N grande, il valore
della frequenza relativa dista dalla probabilià per un errore di taglia 1/

√
N , che dunque va

a 0 per N che tende a +∞. Gra�camente, al crescere di N la densità di probabilità diventa
sempre più alta e più stretta, al contrario del caso precedente, in cui diventava più bassa e
più larga.

Ricapitolando

FN − pN =
N∑
i=1

(Xi − p) è dell'ordine di
√
N

fN − p =
1

N

N∑
i=1

(Xi − p) è dell'ordine di
1√
N

Osservando queste due relazioni, si comprende che se invece di dividere la somma per per
N si divide per

√
N allora la varianza dell'errore è di ordine 1, non va nè a ∞ nè a 0.

Osserviamo gra�camente cosa accade alla variabile aleatoria

1√
N

N∑
i=1

(Xi − p)
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Figura 4.4: Distribuzione di probabilità di
∑

i(Xi − p)/
√
N

La forma della curva si stabilizza rapidamente. Prima di descrivere esattamente cosa accade,
richiamo due de�nizioni.

Una variabile aleatoria normale standard è una variabile aleatoria Z che può assumere
tutti i valori reali, e ha densità di probabilità

1√
2π

e−x
2/2

Il suo valore atteso è 0, la sua deviazione standard è 1 (gra�camente, ±1 sono le ascisse dei
punti di �esso).
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Consideriamo ora la variabile aleatoria σZ+µ, con σ > 0 e µ qualunque parametri �ssati. Il
suo valore atteso è µ, perché Z ha valore atteso nullo. La sua varianza è uguale alla varianza
di σZ, perché gli scarti non dipendono da µ, e questa variabile ha varianza σ2. La variabile
σZ + µ è detta normale o gaussiana, di media µ e deviazione standard σ, e ha densità di
probabilità

1√
2πσ

e−(x−µ)2/(2σ2)

In questo caso, x = µ è asse di simmetria per il gra�co, e µ è l'ascissa del massimo, mentre
µ±σ sono le ascisse dei punti di �esso. Il gra�co si ottiene da quello nella normale standard
dilatando di σ le x, divedendo per σ le y, e traslando il gra�co a destra di µ. In �gura mostro
mostro il caso di µ = 0.
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Figura 4.5:

All'aumentare di σ la �campana� si allarga, infatti σ è una misura di dispersione: più è
grande, più i dati sono dispersi. In �gura σ = 1/2, 1, 3/2. Se x è una variabile gaussiana di
media µ e varianza σ2,

P (−σ < x− µ < σ) ' 0.6826895

P (−2σ < x− µ < 2σ) ' 0.9544997

P (−3σ < x− µ < 3σ) ' 0.9973002

P (−1.95996σ < x− µ < 1.95996σ) ' 0.95

Per N → +∞ la variabile alteatoria

1√
N

N∑
i=1

(Xi − p)

tende proprio a una varibile aleatoria gaussiana, di media nulla e di varianza p(1 − p).
Più in generale vale il teorema del limite centrale: siano X1, X2 . . . variabili aleatorie
indipendenti e con la stessa distribuzione, di media µ e varianza σ2. Allora

1√
N

N∑
i=1

Xi

tende a una variabile aleatoria gaussiana di media µ e varianza σ2.

Il fatto descritto da questo teorema ci permette di precisare meglio il rapporto tra la media
empirica in esperimenti ripetuti e il valore atteso: la media empirica

mN =
1

N

N∑
i=1

Xi
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è approssimativamente distribuita come una variabile aleatoria gaussiana, di media µ e de-
vizione standard σ/

√
N , e questo fatto è fondamentale nelle applicazioni. La situazione più

tipica è quella di voler conosere una proprietà media di una popolazione statistica. Faccio
qualche esempio: in ambito politico sociologico, le intenzioni di voto dei cittadini di uno sta-
to per un referendum, la propensione alla lettura negli adolescenti; nell'ambito delle scienze
della vita, in contenuto di sostanze nocive nelle specie dei vari livelli tro�ci, le dimensioni
medie degli adulti di specie animali acquatiche. In tutti questi esempi, non si può ottenere la
misura su tutta la popolazione, dunque ci si accontenta di misurare i dati su un campione.
Non entro nella teoria del campionamento, e mi limito a considerare il caso più semplice, in
cui il campione sia ottenuto scegliendo in sequenza un elemento a caso della popolazione.
In questo modo siamo esattamente nella condizione descritta dalle ipotesi del teorema del
limite centrale, e la media epirica sul campione sarà uno stimatore della media vera, con
errore che decresce proporzionalmente alla radice quadrata della dimensione del campione.
Nella pratica, sono molto più comuni i campionamenti senza ripetizione, in cui il campione
è scelto tutto insieme. Il risultato non cambia, e si tenga presente che se la popolazione
è grande rispetto alla numerosità del campione, i campionamenti con o senza ripetizione
di�cilemente saranno di�erenti.

Un'osservazione sulla varianza nei campionamenti. La legge dei grandi numeri e il teorema del
limite centrale ci dicono che la media empirica è uno stimatore della media di popolazione.
In particolare, il suo valore atteso è proprio la media di popolazione.
Se conoscessimo la media di popolazione,

1

N

∑
i

(Xi − 〈X〉)2

sarebbe uno stimatore della varianza. Però 〈X〉 non è nota, e va sostituita con la media
empirica µN . In questo modo, però, si ottiene uno stimatore non corretto, nel senso che il
suo valore atteso non è uguale alla varianza di popolazione.
Si chiama varianza campionaria il numero

s2
N =

1

N − 1

∑
i

(Xi − µN)2

Si prova che il suo valore atteso, in un campionamento casuale con ripetizioni, è pari alla
varianza di popolazione. (Nel caso di campionamento senza ripetizioni, il valore atteso è pari
alla varianza campionaria di tutta la popolazione, che, se la popolazione è molto numerosa,
di�erisce di poco da quella di popolazione).
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Capitolo 5

Indici di diversità

La statistica descrittiva fornisce anche strumenti per la de�nizione di indici di biodiversi-
tà, che fanno parte dell'ampia classe degli indici di diversità, che misurano quanto poco
omogenea sia una distribuzione.
Per fare un esempio concreto con cui introdurre questi indici, considero una situazione in
cui su due territori si misurano le presenze di 3 di�erenti varietà di una pianta (V1, V2, V3)
secondo la seguente tabella di abbondanze.

territorio V1 V2 V3
A 0.20 0.30 0.50
B 0.30 0.35 0.35
C 0.10 0.20 0.70
D 0.40 0 0.60

Stiamo lavorando sulla tabella di frequenze relative di variabili nominali. Il primo indice
utile è la ricchezza di specie cioè il numero di fattori a frequenza non nulla. Questo
indice è 3 per territori A, B, C, ed è 2 per il territorio D, dove dunque c'è meno biodiversità.

Si possono però considerare indici più so�sticati, legati alla descrizione probabilistica dei dati.
Supponiamo di essere nel territorio A, e di scegliere casualmente una pianta. La tabella delle
frequenze relative ci dà la probabilità con cui osserveremo le tre possibili varietà,

p1 = P (V 1) = 0.2, p2 = P (V 2) = 0.3, p3 = P (V 3) = 0.5

Per dare la misura della biodiversità, possiamo calcolare la probabilità che due piante scelte
a caso siano uguali. Se questo numero è alto, c'è poca biodiversità, se è basso ce ne è molta.
Il calcolo è facile, e si fa usando le regole per il calcolo della probabilità. Sia x1 la varietà a
cui appartiene la prima pianta scelta, e sia x2 la varietà a cui appartiene la seconda pianta.
Vogliamo calcolare

P (x1 = x2) = P (x1 = V 1, x2 = V 1) + P (x1 = V 3, x2 = V 3) + P (x1 = V 3, x2 = V 3)

(si usa la regola della somma perché si tratta di eventi incompatibili). Ora possiamo usare
la regola del prodotto per il calcolo della probabilità degli eventi indipendenti:

P (x1 = x2) = p2
1 + p2

2 + p2
3

In caso di n varietà,

P (x1 = x2) =
n∑
i=1

p2
i
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Questo numero si chiama indice di Simpson, e misura l'uguaglianza, più che la diversità,
nel senso che il valore più alto possibile è 1, e si ottiene se c'è solo una specie, e dunque
si ha il minimo possibile di biodiversità e il massimo dell'uguaglianza. Fissato il numero n
di specie, il minimo di questo indice si ha quando le abbondanze relative sono uguali, che
dunque devono essere pari a 1/n, e dunque

P (x1 = x2) =
n∑
i=1

1

n2
= n

1

n2
=

1

n

Si noti che in genetica degli eucarioti, se p1, p2, p3 sono le frequenze dei tre possibili alleli
di un gene in una popolazione, allora questo numero è l'omozigosità, cioè la frequenza
relativa degli omozigoti. L'opposto di questo indice è l'eterozigosità, cioè la probabilità di
incontrare un eterozigote, che dunque è pari a

1−
n∑
i=1

p2
i

Nello studio della biodiversità, questo indice è l'indice di Gini-Simpson, e vale 0 se non
c'è biodivesità, mentre vale 1 − 1/n, se c'è la massima biodiversità, �ssata la ricchezza di
specie n.

Per esercizio, si calcoli questo indice per i tre territori della tabella precedente.

Si possono avere indici uguali anche in presenza di situazioni di�erenti di biodiversità: per
esempio avere moltissime specie con bassa frequenza relativa, può essere equivalente ad avere
poche specie con frequenze piuttosto di�erenti.

Per poter distinguere tra queste situazioni si utilizzano delle generalizzazioni di questo indice,
che si ottengono a partire da un'interpretazione dell'indice di Simpson. Si può considerare
pi come l'abbondanza relativa ai della specie i. Dunque

n∑
i=1

p2
i =

n∑
i=1

pipi =
n∑
i=1

piai = valore atteso dell'abbondanza relativa

Dato q > 0, si de�nisce la famiglia di indice di uguaglianza

λq =
n∑
i=1

pia
q
i =

n∑
i=1

pq+1
i

che è il valore atteso della potenza q dell'abbondanza relativa. A partire da questo indice si
può costruire il pro�lo di diversità

∆q =
1

q
(1− λq)
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Per q = 1 si ottiene l'indice di Gini-Simpson. Più è grande q, più il contributo delle basse
frequenze diminuisce. Per fare un esempio, se ho 10 specie con frequenza 1/100, nell'indice di
Simpson ho un contributo 10/1002 = 1/1000, nel caso di λ2 ho un contributo 10/1003 = 10−5

(si veda nel gra�co successivo lo scavalcamento delle curve di C e D). Dunque al crescere di
q questo indice trascura le abbondanze piccole. Al contrario, al decrescere di q si esalta il
contributo alla diversità dovuto alle specie di piccola abbondanza relativa. Vale dunque la
pena calcolare il limite per q che tende a 0, ultimo valore possibile per questo indice. Per chi
se lo ricorda, questo calcolo si piò fare con la regola di de l'Hôpital, osservando che

d

dq
p1+q =

d

dq
e(1+q) ln p = p1+q ln p

Dunque

∆0 = lim
q→0

1

q
(1− λq) = −

n∑
i=1

pi ln pi

Questo indice si chiama entropia di Shannon e ha un ruolo cruciale anche in informatica
teorica, perché permette di de�nire il contenuto di informazione di una sequenza di simboli.
Più è bassa l'entropia, meno informazione c'è, meno biodiversità c'è.
Si noti che l'entropia di Shannon è il valore atteso di meno il logaritmo della probabilità.
Si può pensare che − ln pi quanti�chi la �sorpresa� di osservare l'evento di frequenza pi: se
pi = 1 la sospresa è 0, se pi = 0 la sorpresa è in�nita (si noti la coincidenza formale con la
legge di Weber-Fechner: se pi passa da 1/10 a 1/100, la sorpresa raddoppia).
Si faccia attenzione al caso in cui una delle pi sia nulla: un normale programma di com-
puter non calcola 0 ln 0, ma il calcolo del limite ci permette di attribuire il valore 0 a
quest'espressione.
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A partire da λq si può costruire un'ulteriore famiglia di indici. Ricordando che λ1 è l'indice
di Simpson, che vale 1 se c'è una sola specie, e vale 1/n se ce ne sono n, si può de�nire

D1 =
1

λ1

che si può interpretare come il numero e�ettivo di specie, cioè il numero di specie di
distribuzione uguale, che darebbe lo stesso valore osservato di λ1. Si generalizza questo
numero considerando

Dq =
1

λ
1/q
q

che prende il nome di numero di Hill di ordine q+1, e che si interpreta sempre in termini
di numero e�ettivo di specie. Nel limite q → 0 si ottiene D0 = e−∆0 . Invece nel limite
q → +∞ questo indice tende a

1

max pi

che come si vede dipende solo dalla specie di frequenza massima.
Questi indici sono più leggibili, in quanto rappresentano un �numero di specie�, e infatti
nell'esempio che stiamo considerando, variano tra 1.5 e 3.
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Capitolo 6

Introduzione ai test statistici
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Capitolo 7

Componenti principali
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