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1 Dal metodo delle caratteristiche alle equazioni di Ha-

milton

1.1 L'equazione di Liouville

Introduco l'equazione di Liouville discutendo la descrizione statistica di un moto governato
da una EDO.

Indico con Φt,s(x) il �usso associato all'EDO

ẋ = u(x, t),

cioè Φt,s(x) risolve l'equazione di�erenziale come funzione di t, con dato al tempo s uguale
a x: Φs,s(x). Ricordo che il �usso è una famiglia di di�eomeor�smi a due parametri che
veri�ca

Φt,s ◦ Φs,r = Φt,r.

Ci interessiamo al caso, realistico, in cui il dato inziale non sia conosciuto con certezza.
Immaginiamo dunque di assegnare una densità di probabilità per i dati uniziali al tempo
t = 0, che indicherò con f0(x) (considero il tempo 0 per semplicità, ma nulla cambia nel
caso il tempo iniziale sia s). Questa incertezza sul dato iniziale si traduce in una incertezza
sulla soluzione al tempo t. L'equazione di Liouville è proprio l'equazione che governa il
cambiamento nel tempo di questa distribuzione di di probabilità.
Per esempio, supponiamo che il dato iniziale sia uniformemente distribuito in un dominio B,
quindi

f0(x) =
1

|B|
X{x ∈ B}

dove |B| è la misura di B. Cosa sappiamo del sistema al tempo t? Visto che l'evoluzione è
deterministica (è solo il dato iniziale che ha una descrizione probabilistica), sicuramente
la probabilità di trovare il sistema in

Bt = Φt,0(B) = {Φt,0(x)|x ∈ B}

sarà 1, ma non abbiamo motivo di pensare che la distribuzione resti uniforme. D'altra parte
per una generica distribuzione di probabilità iniziale f0, se f(x, t) è la densità di probabilità
al tempo t, sicuramente, per ogni domimio A, deve valere∫

At

dx f(x, t) =

∫
A

dx f0(x) (1.1)

Da questa identità si ottiene l'equazione che governa l'evoluzione di f . Per trovarla, uso il
seguente teorema.

Teorema 1.1. Sia Φt,s il �usso associato al campo u(x, t) e sia J(x, t, s) = det ∂Φt,s

∂x
(x)

il determinante jacobiano associato al �usso. Considerando noto il �usso, lo jacobiano del
�usso veri�ca la sequente equazione lineare a coe�cienti non costanti (in forma matriciale)

d

dt
∂xΦt,s(x) = ∂xu|Φt,s(x),t ∂xΦt,s(x) (1.2)

e il determinante jacobiano veri�ca la seguente equazione di�erenziale lineare a coe�cienti
non costanti

d

dt
J(x, t, s) = divu|Φt,s(x),t J(x, t, s) (1.3)
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La prima equazione si ottiene semplicemente scambiando gli ordini di derivazione e usando
l'equazione che de�nisce il �usso. La seconda equazione richiede un lavoro maggiore.
Il cuore della dimostrazione è nel seguente lemma

Lemma 1.1.
d

dε

∣∣∣∣
ε=0

det ∂xΦt+ε,t(x) = divu(x, t)

(questa scrittura un po' barocca è indispensabile perché voglio derivare ∂xΦt,t rispetto alla
prima t). Infatti, una volta dimostrato questo teorema, si può provvedere al calcolo di
d

dt
J(x, t, s):

d

dt
det ∂xΦt,s(x) =

d

dε

∣∣∣∣
ε=0

det ∂x
(
Φt+ε,t ◦ Φt,s(x)

)
=

d

dε

∣∣∣∣
ε=0

det ∂x Φt+ε,t
∣∣
Φt,s(x),t

det ∂xΦt,s(x)

= divu(x, t)|Φt,s(x),t det ∂xΦt,s(x).

(1.4)

Rimane da dimostrare il lemma, che è coseguenza di questo elementare lemma sui determi-
nanti.

Lemma 1.2. Sia A una matrice quadrata, allora

det(I + εA) = 1 + εTr A + O(ε2)

Dimostrazione. Sia M = I + εA.

detM =
∑
σ

(−1)σ
n∏
i=1

Miσi .

dove la somma è sulle permutazioni degli indici da 1 a n. Scegliendo la premutazione identica
si ottiene il termine

n∏
i=1

Mii =
n∏
i=1

(1 + εAii) = 1 + εTr A + O(ε2).

La prova si conclude notando che ogni altra permutazione dà un termine di ordine maggior
o uguale a 2 (perché?).

Dal fatto che la derivata del �usso nel tempo è il campo u, segue che

Φt+ε,t(x) = x + εu(x) +O(ε2)

Derivo in x e calcolo il determinante:

det ∂xΦt+ε,t(x) = det
(
I + ε ∂xu(x, t) +O(ε2)

)
= 1 + ε divu(x, t) + O(ε2)

(dove ho usato che la traccia dello jacobiano di un campo è proprio la divergenza del campo).
A questo punto, usando la de�nizione di derivata, si ottiene la tesi del teorema.

Corollario 1.1.
d

dt
|At| =

∫
At

divu(x, t) dx

In particolare, div F ≡ 0 se e solo se il �usso conserva la misura.
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La dimostrazione si ottiene calcolando la derivata dopo aver cambiato variabile nell'integrale

|At| =
∫
At

dx =

∫
A

J(x, t) dx

Resta da determinare, in�ne, l'equazione soddisfatta dalla densità di probabilità f(x, t).
Derivando l'identità (1.1), e dopo aver calcolato esplicitamente la derivata mediante cambio
di variabili, si ottiene

0 =

∫
At

(∂tf + div (uf)) (x, t) dx

qualunque sia A, e, dunque, qualunque sia At. L'arbitrarietà di At garantisce che questa
identità può essere vera se e solo se f soddisfa l'equazione

∂tf(x, t) + div (u(x, t)f(x, t)) = 0

Infatti vale il lemma

Lemma 1.3. Sia g(x) una funzione continua, se per ogni aperto A vale∫
A

g(x) = 0

allora g è identicamente nulla.

La dimostrazione si fa per assurdo, utilizzando la permanenza del segno.

Questo lemma vale anche se nelle ipotesi g è solo misurabile, e A è un qualunque insieme
misurabile. In tal caso la tesi è che g è nulla quasi ovunque. La dimostrazione è semplice:
sia Aε l'insieme su cui g > ε; per de�nizione è misurabile, e, usando l'ipotesi, si ottiene che
ha misura nulla; ma allora la misura dell'insieme su cui g > 0 è minore della somma delle
misure di A1/n e dunque è nulla. Analogamente si procede per g < 0, e si ottiene che la
misura degli x per cui g è non nulla è zero, cioè g è zero quasi ovunque.

L'equazione di Liouville è una legge di conservazione in forma di divergenza (vedi anche
Buttà pagg. 10�11). Infatti, se f soddisfa l'equazione di Liouville, per ogni A vale

d

dt

∫
A

f(x, t) dx = −
∫
A

div (uf)(x, t) = −
∫
∂A

f(x, t)u(x, t) · nσ(dx)

Questa uguaglianza a�erma che l'integrale di f in un dominio �ssato varia solo perché f
viene trasportata dentro o fuori dal campo u. In questo senso, si dice che uf è la corrente
di f .

Partendo dall'uguaglianza (1.1) si ottiene anche la soluzione dell'equazione di Lioville, infatti,
cambiando la variabile di integrazione al primo membro, si ottiene che per ogni A∫

A

dx J(x, t, 0)f(Φt,0(x), t) =

∫
A

dx f0(x) (1.5)

Per l'arbitrarietà di A, si ottiene che

J(x, t, 0)f(Φt,0(x), t) = f0(x)
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e dunque

f(x, t) =
f0 (Φ0,t(x), t)

J (Φ0,t(x), t, 0)

Per esercizio, si ricavi l'identità generale J(x, t, s)f(Φt,s(x), t) = f(x, s) mostrando che la
derivata del primo membro è nulla. Si mostri anche che

J
(
Φs,t(x), t, s

)
J(x, s, t) = 1.

In aula ho usato un terzo metodo equivalente per trovare la formula formula che risolve l'equa-
zione, basato sul fatto che la derivata di f lungo il �usso è pari a−(divu)(Φt,0(x), t)f(Φt,0(x), t),
e dunque

f(Φt,0(x), t) = f0(x) exp
(
− divu(Φs,0(x), s)

)
Confrontando questa �soluzione� con quella per J(x, t, 0) si ottiene la tesi.

Un'osservazione: i sistemi meccanici conservativi sono governati da EDO del secondo ordine,
in cui l'accelerazione è pari alla forza F, che non dipende dalla velocità, ed è l'opposto del
gradiente dell'energia potenziale. In questo caso, la densità di probabilità nello spazio delle
fasi (velocità e posizione) f(x,v, t) soddisfa l'equazione di Liouville

∂tf(x,v, t) + div x(vf(x,v, t)) + div v(F(x, t)f(x,v, t)) = 0

che è equivalente all'equazione di trasporto

∂tf(x,v, t) + v · ∇xf(x,v, t) + F(x, t) · ∇vf(x,v, t) = 0

Infatti, il campo
(
v
F

)
ha divergenza nulla nella coppia di variabili (x,v). In altre parole,

i sistemi meccanici conservano la misura nello spazio delle fasi, e l'equazione di Liovuille
coincide con la corrispondente equazione del trasporto (si noti che queste a�ermazioni non
sono invarianti per la scelta di coordinate lagrangiane diverse da quelle rettangolari, ma
sono sempre vere se il sistema viene descritto nel formalismo hamiltoniano, come vedremo
in seguito).
In�ne, il più semplice sistema meccanico è quello costituito da una particella libera. In
questo caso la forza è nulla e l'equazione di Liouville si riduce a

∂tf(x,v, t) + v · ∇xf(x,v, t) = 0

che è risolta da
f(x,v, t) = f0(x− tv,v)

che descrive il trasporto del �usso libero di una distribuzione di probabilità di dati iniziali.

1.2 Metodo delle caratteristiche

Rileggendo il paragrafo precedente �al contrario�, si prova che l'equazione alle derivate parziali

∂tf + div (uf) = 0

si risolve trovando il �usso per l'EDO ẋ = u(x, t). In questo contesto, chiameremo caratte-
ristiche le traiettorie individuate dal �usso. Anche l'equazione del trasporto

∂tf + u · ∇f = 0
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si risolve per caratteristiche, in modo anche più semplice dell'equazione di Liouville. In-
fatti f(Φt,s(x), t) è costante in t (esercizio). In particolare, per de�nizione, l'equazione del
trasporto è l'equazione che è veri�cata dagli integrali primi dell'EDO considerata:

d

dt
G(x(t), t) = (∂tG+ u · ∇G)|x(t),t

che è 0 se e solo se G soddisfa l'equazione del trasporto.

Introduco ora un ulteriore esempio, il caso di una generica EDP del I ordine (potete leggere
questo argomento sull'Evans). Indico con x ∈ Rd la variabile indipendente, con f(x) la
funzione incognita, e con

F : Rd × Rd × R→ R
una funzione assegnata. L'EDP del I ordine che voglio risolvere è

F (∇yf(x),x, f(x)) = 0. (1.6)

Tentiamo di capire che informazioni dà questa equazione su f . Indico con γ le prime n
variabili di F , e noto che se ∇γF è non nullo, posso al massimo sperare di ottenere il valore
di una delle derivate di f in funzione delle altre, di f stessa, e di x. Evidentemente questo
non può bastare a identi�care f , neanche nell'intorno di un punto. Supponiamo invece che f
sia nota su una super�cie Σ di dimensione d−1. Ne segue che sono anche note le componenti
di ∇f tangenti a Σ. Dunque possiamo leggere la (1.6) come un'equazione per la componente
normale di ∇f . Conoscendo n · ∇f su Σ, conosciamo la velocità di variazione di f nella
direzione della normale a Σ, e dunque è possibile conoscere f fuori da Σ (si immagini per
esempio uno schema iterativo approssimato). Ci si aspetta dunque un teorema di esistenza e
unicità in un intorno di Σ, nota f su Σ, a meno di qualche condizione di non degenerazione.
Il metodo delle caratteristiche formalizza questo auspicio, in particolare la caratteristica deve
essere una traiettoria x(s) che esce da Σ, e che ci permette di determinare f(x(s)), valore
che chiameremo z(s). D'altra parte, non conoscendo preliminarmente f , anche ∇f sarà
un'incognita del nostro problema.
Il sistema alle caratteristiche è fatto dunque di tre incognite x(s), γ(s), z(s), che una volta
risolto ci permette di determinare f attraverso l'uguaglianza f(x(s)) = z(s), e inoltre sarà
vero che ∇f(x(s), s) = γ(s).
Ora si tratta solo di imporre delle utili equazioni per queste incognite. Notiamo intanto che
per de�nizione di z:

ż(s) = ∇f(x(s)) · ẋ(s) = γ(x(s)) · ẋ(s).

Se tutto funziona, per ogni s vale

F (γ(s),x(s), z(s)) = 0.

Derivando:
∇γF γ̇(s) +∇xF ẋ(s) + ∂zF ż(s) = 0,

dove F è calcolata in (γ(s),x(s), z(s)). Usando l'identità precedente e raccogliendo

∇γF γ̇(s) + (∇xF − ∂zFγ(s))ẋ(s) = 0.

Questa identità suggerisce la seguente facile scelta per le derivate delle incognite

ẋ(s) = ∇γF (γ(s),x(s), z(s))

γ̇(s) = −∇xF (γ(s),x(s), z(s)) + ∂zF (γ(s),x(s), z(s))γ(s)

ż(s) = γ(x(s)) · ∇γF (γ(s),x(s), z(s))

8



Abbiamo ottenuto un sistema di equazioni di�erenziali ordinarie, che con ipotesi ragionevoli
su F ha soluzione unica.
Vedimo come la possibilità di risolvere questo sistema ci permette di determinare f in un
intorno di Σ.
Fissiamo i dati iniziali per il sistema. Per ogni x0 ∈ Σ, sia z0 = f(x0), e sia γ0 un vettore
tale che

F (γ0,x0, z0) = 0

e per ogni τ vettore tangente a Σ in x0,

γ0 · τ = ∇f(x0) · τ

(si noti che il membro di destra è noto, perchè è nota f su Σ). In particolare stiamo ipotiz-
zando che l'equazione sia risolubile nella componente normale. Dovremmo anche assumere
che γ0 · n dipenda con continuità da x0.
A questo punto risolviamo il sistema ottenendo

x(s,x0), γ(s,x0), z(s,x0)

(indico solo la dipendenza da x0, perchè la dipendenza da z0 e da γ0 si traduce, per le
imposizioni precedenti, in una dipendenza da x0).
Si ora x un punto �vicino� a Σ. Per trovare f(x) è necessario trovare x0 e s tale che

x = x(s,x0),

e ottenere così f(x) = z(s,x0). Se x =∈ Σ l'equazione ha soluzione x0 = x e s = 0.
Per assicuraci l'esistenza in un intorno di x0 è su�ciente usare il teorema della funzione
implicita, imponendo che lo jacobiano del membro di destra sia non singolare in x0 e s = 0.
Supponiamo di ruotare gli assi in modo che lo spazio tangente a Σ in x0 sia l'iperpiano
xd = 0. Lo jacobiano di x(s,y) in s = 0, y = x0 è la matrice diagonale che ha come 1,
tranne nel posto dd, dove c'è ∂γnF (γ0,x0, z0). Dunque la condizione di non degenerazione
dello jacobiano è che ∂γF (γ0,x0, z0) abbia componente normale non nulla.

1.3 L'equazione di Hamilton-Jacobi e le equazioni di Hamilton

Specializzo l'analisi precedente a un caso particolare. Indico con S la funzione incognita e
con x = (t,q), con q ∈ Rn le variabili. Suppongo inoltre che la super�cie Σ coincida con
l'iperpiano t = 0. La condizione di non degenerazione permette di esplicitare ∂tS, dunque
l'equazione assume la forma

∂tS(t,q) +H(t,q,∇qS(t,q), S(t,q)) = 0.

Sempli�co inolre il problema ipotizzando che H non dipenda da S. In questo caso, H prende
il nome di hamiltoniana, e l'equazione prende il nome di equazione di Hamilton-Jacobi.

Vediamo come si adatta la costruzione delle caratteristiche a questo caso. Procedendo come
nel paragrafo precedente, ma tenendo presente il ruolo particolare della variabile t. Dunque
de�niamo

x(s) = (t(s),q(s))

γ(s) = (d(s),p(s)

z(s) = S(t(s), q(s))
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dove d è la prima componente di γ, e corrisponde alla derivata temporale di S. La funzione
F (γ,x, z) con γ = (d,p), x = (t,q) è

F = d+H(q,p, t).

L'equazione per al variabile t è
ṫ(s) = 1

dunque possiamo identi�care s con t. Inoltre possiamo notare che le equazioni per q e p
formano un sistema di�erenziale in Rd × Rd:{

q̇(t) = ∂pH(q(t),p(t), t)

ṗ(t) = − ∂qH(q(t),p(t), t)

Queste sono le equazioni di Hamilton per l'hamiltoniana H.
L'ultima equazione per il sistema delle caratteristiche è quella per ż(t). Poiché z(t) =
S(q(t), t), possiamo ricavare direttamente l'equazione, usando la de�nizione di p e l'equazione
di HJ:

d

dt
S(q(t), t) = ∇qS(q(t), t) · q̇(t) + ∂tS(q(t), t) = p(t) · q̇(t)−H(q(t),p(t), t),

da cui

S(q(t), t) = S(q(t), 0) +

∫ t

0

(p · q̇−H) dt.

Nel contesto dei sistemi hamiltoniani, la funzione S viene detta azione.

Un commento importante: lo scopo iniziale era risolvere una EDP per l'azione, e per farlo
ho costruito un sistema di EDO, che una volta risolto permette di trovare l'azione. Però,
come nel caso generale, l'EDP è corredata di un dato iniziale, la funzione S(q, 0). Il sistema
di�erenziale de�nisce il �usso sullo spazio delle q, p, che è in Rn×Rn. Per risolvere realmente
l'EPD bisogna cosiderare solo l'evoluzione dei dati

(q,p) = (q0, ∂qS(q0, 0)).

Indicando con q(t,q0) la componente q della soluzione delle equazioni di Hamilton, l'azione
veri�ca

S(q(t,q0), t) = S(q0, 0) +

∫ t

0

(p · q̇−H) dt

dove l'integrando è calcolato sulla soluzione delle equazioni di Hamilton. Per trovare S al
tempo t è necessario che q(t,q0) sia invertibile in q0. Non è di�cile trovare una condizione
su�ciente per l'invertibilità a t piccolo. Infatti, per de�nizione di derivata, e per le equazioni
di Hamilton

q(t,q0) = q0 + t ∂qH(q0, ∂qS(q0), 0) + o(t2),

dunque una condizione di invertibilità si ottiene per t piccolo attraverso il teorema della
funziona implicita.
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1.4 Prime proprietà dei sistemi hamiltoniani

Le equazioni di Hamilton sono un sistema di EDO in forma normale, nello spazio delle fasi
Rd × Rd. È facile veri�care che si tratta di un sistema a divergenza nulla, dunque i �ussi
hamiltoniani (cioè i �ussi dei sistemi hamiltoniani) conservano la misura nello spazio delle
fasi. Ne segue anche che l'equazione di Liouville e l'equazione del trasporto associate al
�usso.

Nel caso autonomo, cioè se H non dipende esplicitamente dal tempo, H stessa è un integrale
primo del moto, e viene chiamata anche �energia� o �energia generalizzata� a seconda dei
contesti. Infatti, derivando e usando le equazioni di Hamilton

d

dt
H(q,p) = ∂qH · q̇ + ∂pH · ṗ = 0.

Questa proprietà rende particolarmente semplice studiare i sistemi a un grado di libertà, cioè
quelli con q,p che variano in R.

Riassumo le proprietà che illustro a lezione,

a. Le orbite vivono sulle curve di livello di H

b. I punti stazionari del sistema sono tutti e soli i punti singolari di H, cioè i punti in cui il
suo gradiente è nullo. In particolare, i punti di massimo e minimo isolati sono stabili, e
in genere gli altri punti sono instabili.

c. Il moto si può ridurre alle quadrature, cioè è risolubile in forma implicita attraverso
integrali e inversioni.

Lascio al lettore la prova di a e b (si noti che H è una funzione di Lyapunov per il sistema).
Provo c. Consideriamo il dato iniziale (q0, p0) di energia H0 = H(q0, p0), e supponiamo
che il gradiente di H nel dato iniziale sia non nullo, in particalare ∂pH(q0, p0) 6= 0. Per il
teorema della funzione implicita, in un intorno del dato iniziale si può ricavare p = p(H0, q).
L'equazione del moto in q è dunque

q̇(t) = ∂pH(q(t), p(t)) = ∂pH(q(t), p(H0, q(t))

che è un'equazione autonoma in una variabile, risolubile per quadrature

t =

∫ q(t)

q0

dq

∂pH(q, p(H0, q))

(adattare la dimostrazione nel caso in cui ∂pH = 0 ma ∂qH 6= 0). Qui ci va un commento
sulla di�erenza qualitativa e quantitativa della risoluzione di un moto per quadrature o
attraverso i teoremi di esistenza (e connessi schemi numerici).

Un altro commento importante. Localmente, in un punto in cui il campo non è nullo, tutti
i sistemi di�erenziali automi sono qualitativamente indistinguibili, e localmente esiste un
integrale primo del moto e il sistema si muove sulle sue curve di livello. Le di�erenze si
notano nel caso di una analisi �globale�. Si confrontino per esempio un sistema hamiltoniano
e un sistema hamiltoniano con attrito intorno a un punto di equilibrio insabile: non esiste
un integrale primo del moto nel caso con attrito.
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D'altra parte l'esistenza dell'integrale primo permette di portare il moto alle quadrature, che
sembra una proprietà algebrica (e in realtà lo è). Vedremo come si realizza la possibilità di
portare i moti hamiltoniani alle quadrature e le conseguenze qualitative sul moto.

Si provi per esercizio che

a. Il sistema di�erenziale autonomo
q̇ = f(q, p)

ṗ = g(q, p)

conserva la misura se e solo se è (localmente) hamiltoniano, cioè se il campo è a divergenza
nulla.

b. Supponi che il campo non sia a divergenza nulla e sia non nullo. Mostra che se esiste un
integrale primo non banale u(q, p), allora la funzione

α(q, p) = ∂qu/g = − ∂pu/f

è ben de�nita. Mostra che il campo (αf, αg) è localmente hamiltoniano. In questo senso,
l'esistenza di integrali primi non banali è legata all'hamiltonianità del sistema. Osserva
inoltre che l'esistena di u integrale primo garantisce la riduzione alle quadrature del moto.

Nota che la condizione di divergenza nulla corrisponde alla chiusura della forma di�eren-
ziale

−g dq + f dp.

Una funzione α tale che la forma

α(−g dq + f dp)

è chiusa, è detta fattore integrante della forma di�erenziale.

1.5 Un principio variazionale per le equazioni di Hamilton

Teorema 1.2. Principio variazionale per le equazioni di Hamilton, II forma

Il moto hamiltoniano di hamiltoniana H rende stazionaria il funzionale di azione

S =

∫ T

0

(p · q̇−H(q,p, t)) dt

con (q,p) = (q0,p0) al tempo t = 0 e (q,p) = (q1,p1) al tempo t = T .

La veri�ca è semplice. Sia δq, δp una variazione del moto che soddisfa le condizioni iniziali
e �nali, cioè sia nulla per t = 0 e t = T . La variazione dell'azione è

δS =

∫ T

0

(δp · q̇ + p · δq̇− ∂qH · δq− ∂pH · δp) dt

Integrando per parti il termine in δq̇ =
d

dt
δq si ottiene

δS =

∫ T

0

(q̇− ∂pH) · δp dt−
∫ T

0

(ṗ + ∂qH) · δq dt
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Dunque δS è nulla per ogni variazione del moto che soddis� i dati inziali se e solo se valgono
le equazioni di Hamilton.

Nel principio variazionale per le equazioni di Hamilton abbiamo �ssato sia i momenti che gli
impulsi al tempo 0 e al tempo T . Ma se si �ssa (q,p) al tempo 0, esiste una sola soluzione,
dunque non si può �ssare anche (q,p) al tempo T . D'altra parte, è facile veri�care che per
ottenere le equazioni di Hamilton abbiamo integrato per parti il solo termine in δq̇, dunque
non è necessario �ssare p al bordo, ma basta �ssare solo q. Possiamo dunque rifomularlo in
modo più corretto.

Teorema 1.3. Principio variazionale per le equazioni di Hamilton, I forma

Il moto hamiltoniano di hamiltoniana H rende stazionaria il funzionale di azione

S =

∫ T

0

(p · q̇−H(q,p, t)) dt

con q = q0 al tempo t = 0 e q = q1 al tempo t = T .

Osserviamo il funzionale di azione. La funzione p(t) è una variabile senza vincoli, e S ha
una parte che dipende linearmente da p. È utile ricordare la seguente de�nzione
Trasformata di Legendre Vedi Arnold pp 65-66.
Data f(p) funzione strattemente convessa, si de�nisce la sua trasformata di Legendre

f ∗(x) = sup
x

(p · x− f(p))

Poichè x→ p ·x−f(p) è una famiglia di funzioni convesse in x, indicizzata in p, la funzione
f ∗(x) è convessa (il sup di funzioni convesse è una funzione convessa). Si può provare che se
f è strettamete convessa lo è anche f ∗ e che f ∗∗ è proprio f (cioè la trasformata di Legendre
è involutiva). Inoltre, per de�nizione, vale la disuguaglianza di Young

x · p ≤ f(p) + f ∗(x)

Per esercizio, si calcoli la trasformata di Legendre di pa/a, con a > 1 (per assicurare le
convessità) e su riconosca la disuguaganza di Young nota dalla teoria degli spazi Lp.

Nel caso di f regolare, il sup è un massimo, che si ottiene in p tale che

x = ∂pf(p)

e p è univocamente determinato da questa espressione.

Supponiamo ora che H sia convessa in p, e ipotizzamo di stazionarizzare l'azione prima in
p e poi in q. Per la convessità di H, la stazionarizzazione in p equivale alla determinazione
del massimo, e nella pratica equivale a calcolare la trasformata di Legendre di H:

L(q, q̇, t) = sup
p

(p · q̇−H(q,p, t))

(per ora q e t giocano il ruolo di parametri). A questo punto resta solo da stazionarizzare
questa nuova funzione L nello spazio dei moti q �ssati agli estremi.
Formalizzo in un teorema
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Teorema 1.4. Lagrangiane e Hamiltoniane
Se H è strettamente convessa in p, allora, detta L la sua trasformata di Legendre, (q(t),p(t))
veri�ca le equazioni di Hamilton di hamiltoniana H se e solo se (q(t), q̇(t)) veri�ca le
equazioni di Eulero-Lagrange di lagrangiana L.
La relazione tra p e q̇ (intesa come variabile) è

q̇ = ∂pH(q,p, t)

o anche
p = ∂q̇L(q, q̇, t).

Ricordando che per t piccoli e q0,q1 abbastanza vicini l'azione lagrangiana ha un minimo
locale sulla soluzione delle equazioni del moto, si ottiene che sotto le stesse condizioni l'azione
hamiltoniana ha un punto stazionario che è il minimo in q del massimo in p.

1.6 Dalla lagrangiana all'hamiltoniana, versione di�erenziale

Per gli scopi di questo paragrafo, è importante evidenziare la distinzione tra le variabili in
cui viene descritto il moto (cioè q(t) e la sua derivata temporale q̇(t)) e le variabili in cui è
de�nita la lagrangiana. Dopo questo paragrafo, tornerò ad indicare con q̇ sia la velocità del
moto q(t), sia la variabile nella lagrangiana.
Sia dunque L = L(q,η, t), con q ∈ Rn, η ∈ Rn, t ∈ R. Le equazioni di Eulero-Lagrange
associate al L sono:

d

dt

[
∂L

∂η

∣∣∣∣
q(t),q̇(t),t

]
=
∂L

∂q

∣∣∣∣
q(t),q̇(t),t

(1.7)

Queste equazioni sono un sistema di equazioni del secondo ordine, in forma non esplicita,
nella variabile q(t) ∈ Rn (non esplicita vuol dire che non è del tipo q̈ = . . . ).
L'hamiltomiana è la trasformata di Legendre di L nella variabile η:

H = η · p− L(q,η, t).

Il suo di�erenziale è

dH = η · dp + p · dη − ∂qL · dq− ∂ηL · dη − ∂tL dt

Poiché p = ∂ηL, i termini in dη si cancellano, e si ottiene

dH = η · dp− ∂qL · dq− ∂tL dt

da cui
∂qH = − ∂qL
∂pH = η

∂tH = − ∂tL
Usando le prime due uguaglianze, si ottiene che le equazioni di Eulero-Lagrange, sono
equivalenti alle equazioni di Hamilton.
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1.7 Lagrangiane e hamiltoniane naturali

Una lagrangiana che si ottiene da un sistema �sico conservativo in un sistema di riferimento
inerziale, con forze puramente posizionali e vincoli perfetti bilateri è sempre del tipo

L(q̇, q) =
1

2
q̇ · T (q)q̇− V (q),

dove T (q) è una matrice simmetrica e de�nita positiva, e q, q̇ sono in Rn. Chiamerò
lagrangiane naturali quelle di questa forma.

Il pasaggio all'hamiltoniana è semplice. Infatti il vettore degli impulsi coniugati è dato da:

p =
∂L

∂q̇
= T (q)q̇,

ed essendo T de�nita positiva, in particolare è invertibile. Dunque

q̇ = T (q)−1p.

Ma allora l'hamiltoniana è data da:

H = p·ẋ−1

2
q̇·T (q)q̇+V (q) = p·T (q)−1p−1

2

(
T (q)−1p

)
·T (q)T (q)−1p+V (q) =

1

2
p·T (q)−1p+V (x).

Quindi per il calcolo dell'hamiltoniana è su�ciente calcolare l'inversa della matrice T .
Il caso dei vincoli olonomi dipendenti dal tempo è un po' diverso. Se x ∈ Rm è la con�gura-
zione non vincolata e q ∈ Rn sono le coordinate vincolari, la lagrangiana si trova a partire
da

1

2
ẋ2 − V (x)

usando che
x = x(q, t), ẋ = ∂tx(q, t) + ∂qx(q)q̇

(per semplicità ho considerato la matrice cinetica unitaria nelle coordinate x, cioè masse
unitarie). Sostituendo, si ottiene

L =
1

2
∂qx

t ∂qx q̇ · q̇ + ∂qx
t ∂tx · q̇ +

1

2
∂tx · ∂tx− V (x)

Dunque la lagrangiana è della forma

L =
1

2
T (q, t)q̇ · q̇ + b(q, t) · q̇− U(q, t) (1.8)

È da notare che in alcuni casi, anche se il vincolo dipende dal tempo, la lagragiana nelle
coordinate vincolari può non dipendere dal tempo; è questo il caso di vincoli in rotazione
uniforme intorno a un asse, in cui compaiono termini dovuti alle �forze apparenti�.
Anche la lagrangiana per il moto di una particella di massa m e carica e, in un campo
elettromagnetico di potenziale V (x, t) e di potenziale vettore A(x, t) ha questa forma, infatti
è

L =
1

2
ẋ2 +

e

c
A(x, t) · ẋ− eV (x, t) (1.9)

dove c è la velocità della luce. Infatti, il moto è governato dall'equazione

mẍ = eE +
e

c
ẋ ∧B
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dove (E,B) è il campo elettromagnetico ∧ è il prodotto vettoriale, e c è la velocità della luce.

Esercizio 1. Particella carica

Veri�care che, nel caso di campi indipendenti dal tempo, se ∇V = −E e ∇×A = B, le equazioni

di Eulero-Lagrange per (1.9) coincidono con l'equazione di Newton. Si estenda al caso di campi

dipendenti dal tempo, caso in cui E = −∇V − 1
c ∂tA.

Esercizio 2. Hamiltoniana per la particella carica

Per esercizio, si provi che se la lagrangiana è data da (1.8) allora

p = T q̇ + b

e

H =
1

2
(p− b) · T−1(p− b) + U

In particolare, si scriva l'hamiltoniana per il moto della particella carica.

1.8 Variabili cicliche e riduzione dei gradi di libertà

Mostrerò con un esempio il diverso comportamento dei sistemi lagrangiani e di quelli ha-
miltoniani in presenza di variabili cicliche. Consideriamo la lagrangiana del moto centrale
piano

L(x, ẋ) =
1

2
ẋ2 − V (|x|)

con V (r) = 1
r
, le equazioni del moto sono le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange:

d

dt

∂L

∂ẋ
= ẍ =

∂L

∂x
= −∇V

Per ottenere le equazioni in coordinate polari è su�ciente considerare il cambiamento di
coordinate

x1 = ρ cosϑ x2 = ρ sinϑ

che genera il corrispondente cambiamento di variabili nelle velocità:

ẋ1 = ρ̇ cosϑ− ρϑ̇ sinϑ ẋ2 = ρ̇ sinϑ+ ρϑ̇ cosϑ

In�ne si calcola la lagrangiana nelle nuove variabili. Si ottiene

L(ρ, ϑ, ρ̇, ϑ̇) =
1

2
ρ̇2 +

1

2
ρ2ϑ̇2 − V (ρ)

Le equazioni del moto in coordinate polari sono esattamente le equazioni di Eulero Lagrange
che si ottengono da questa Lagrangiana:

d

dt

∂L

∂ρ̇
= ρ̈ =

∂L

∂ρ
= ρϑ̇2 − V ′(ρ)

d

dt

∂L

∂ϑ̇
=

d

dt
(ρ2ϑ̇) = 0

La seconda equazione indica che il ρ2ϑ̇, il momento coniugato alla variabile ϑ, si conserva
lungo il moto (infatti ϑ è una variabile ciclica, cioè L non dipende esplicitamente da ϑ).
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Si può trarre vantaggio dalla conservazione di questa quantità, riducendo il sistema a un
solo grado di libertà, sostituendo il momento con una costante nell'espressione dell'energia
meccanica (si riveda, sui testi di Meccanica, come si porta alle quadrature il moto centrale).
Noto che per ottenere questa riduzione si esce dal formalismo lagrangiano (non si può infatti
sostituire il momento dentro la lagrangiana, verrebbero equazioni errate).

La corrispondente hamiltoniana è

H =
1

2
p2
ρ +

1

2ρ2
p2
ϑ + V (ρ)

dove pρ = ∂ρ̇L = ρ̇ è il momento coniugato alla variabile ρ e pϑ = ∂ϑ̇L = ρ2ϑ̇ è il momento
coniugato alla variabile ϑ.
Le equazioni di Hamilton corrispondenti sono

ρ̇ =
∂H

∂pρ
= pρ

ṗρ = −∂H
∂ρ

= p2
ϑ/ρ

3 − V ′(ρ)

ϑ̇ =
∂H

∂pϑ
= pϑ/ρ

2

ṗϑ = −∂H
∂ϑ

= 0

Questo sistema di 4 equazioni è un sistema a due gradi di libertà, con un variabile ciclica,
infatti H non dipende da ϑ. Il corrisponde impulso pϑ si conserva, come a�erma l'ultima
equazione. Ma allora, le prime due equazioni, in ρ e pρ, sono un sistema hamiltoniano a
un solo grado di libertà, in cui l'impulso pϑ è un parametro. Il fatto che la variabile ϑ sia
ciclica, ha dunque una conseguenza importante: le altre equazioni sono automaticamente
le equazioni del moto di un sistema con un grado di libertà in meno. Questo è un fatto
generale: nel formalismo hamiltoniano, a ogni variabile ciclica corrisponde la riduzione del
sistema di un grado di libertà, e non sono necessari passaggi ulteriori rispetto alla scrittura
delle equazioni del moto.
Ricordo che questo non accade nel formalismo Lagrangiano: la ciclicità di una variabile
garantisce la conservazione del momento coniugato, ma la riduzione di un grado di libertà
non è contenuta nel formalismo.

Considero, come ulteriore esempio, la lagrangiana della trottola pesante

L =
I

2
(ϑ̇2 + φ̇2 sin2 ϑ) +

J

2
(ψ̇ + φ̇ cos θ)2 −mgl cos θ

dove ϑ è l'angolo tra l'asse della trottola e l'asse verticale, φ è un angolo che esprime la
rotazione intorno all'asse verticale, ψ è un angolo che esprime la rotazione intorno all'asse
della trottola; J è il momento di inerzia rispetto all'asse della trottola, I è quello rispetto a un
qualunque asse ortogonale che passa per il punto di appoggio, l è la distanza del baricentro
dal punto di appoggio.
L'energia cinetica è

1

2

ϑ̇φ̇
ψ̇

 ·
I 0 0

0 I sin2 ϑ+ J cos2 ϑ J cos θ
0 J cos θ J

ϑ̇φ̇
ψ̇


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L'inversa della matrice cinetica è

1

IJ sin2 ϑ

J sin2 ϑ 0 0
0 J −J cos θ
0 −J cos θ I sin2 ϑ+ J + J cos2 ϑ


dunque l'hamiltoniana è

H =
1

2I
p2
ϑ +

1

2IJ sin2 ϑ

(
Jp2

φ − 2J cosϕpφpψ + (I sin2 ϑ+ J cos2 ϑ)p2
ψ

)
+mgl cosϑ

=
1

2I
p2
ϑ +

1

2I sin2 ϑ
(pφ − pψ cosϑ)2 +

1

2J
p2
ψ +mgl cosϑ

Anche in questo caso, si può considerare questa come l'hamiltoniana di un sistema a un
grado di libertà, in cui pφ e pψ sono integrali primi �ssati dai dati inziali.

2 Trasformazioni canoniche e simplettiche

2.1 Trasformazioni di coordinate

Le equazioni di Eulero-Lagrange sono equazioni del secondo ordine in n variabili, e sono
invarianti in forma: se L = L(q, q̇, t) è la lagrangiana e q̃ = q̃(q, t) sono delle nuove
variabili, allora il moto nelle variabili q̃ è governato dalle equazioni di Eulero-Lagrange per
la lagrangiana L̃, che è esattamente la lagrangiana L scritta nelle nuove variabili, tenendo
conto che

˙̃q = ∂qq̃ q̇ + ∂tq̃

Ricordo che questa proprietà di invarianza è una conseguenza immediata del fatto che le
equazioni di Eulero-Lagrange sono le equazioni che esprimono la stazionarietà dell'azione;
più avanti studieremo nello stesso modo l'invarianza in forma delle equazioni di Hamilton.

L'invarianza in forma è il motivo del �successo� del formalismo lagrangiano: permette in-
fatti di ottenere facilmente le equazioni del moto, scegliendo il sistema di coordinate più
opportuno. È utile fare questa analisi anche nel caso hamiltoniano, dunque studieremo le
trasformazioni che garantiscono l'invarianza in forma delle equazioni di Hamiltom.

De�nizione di trasformazione canonica

Una trasformazione
q̃ = q̃(q,p, t)

p̃ = p̃(q,p, t)

è detta canonica se per ogni funzione H(q,p, t) esiste una funzione K(q̃, p̃, t) tale che
(q(t),p(t)) veri�ca le equazioni di Hamilton di hamiltoniana H se e solo se (q̃(t), p̃(t))
veri�ca le equazioni di Hamilton di hamiltoniana K.

Ogni trasformazione di coordinate conserva la natura lagrangiana di un moto, ma non tutte le
trasformazioni di coordinate e impulsi conservano la natura hamiltoniana del moto. Vedremo
però che la classe di trasformazioni che conservano la natura hamiltoniana del moto è più
ampia delle sole trasformazioni di coordinate, e questo fatto è il primo vero vantaggio del
formalismo hamiltoniano su quello lagrangiano. L'esempio più semplice che si può fare è
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questo: data H = H(q, p), si consideri la trasformazione che scambia, a meno di un segno,
momento e coordinata:

p̃ = −q
q̃ = p

è facile vericare che se K(q̃, p̃) = H(−p̃, q̃), e quindi H(q, p) = K(p,−q), allora

q̇ = ∂pH(q, p)
ṗ = − ∂qH(q, p)

se e solo se
˙̃q = ṗ = − ∂qH(q, p) = ∂p̃K(q̃, p̃)
˙̃p = −q̇ = − ∂pH(q, p) = − ∂q̃K(q̃, p̃)

Dunque abbiamo operato una trasformazione che scambia il ruolo di coordinate e impulsi,
cosa evidentemente impossibile da farsi nel formalismo lagrangiano, dove le trasformazioni
delle velocità q̇ sono determinate dalle trasformazioni delle coordinate.

2.2 p · dq−H dt

Il formalismo hamiltoniano sprigiona tutta la sua potenza attraverso la de�nizione di un
metodo generale per la ricerca di soluzioni. Per introdurlo, devo ulteriormente approfondire
la struttura delle trasformazioni canoniche, attraverso lo studio del principio variazionale per
le equazioni di Hamilton.
Nella sua seconda formulazione (quella puramente interpretativa) possiamo pernsare all'azio-
ne S come all'integrale su una qualunque curva γ nello spazio delle fasi esteso Rn×Rn×R
(cioè lo spazio prodotto dello spazio delle fase e dell'asse temporale), che unisce (q0,p0, 0) e
(q1,p1, T ) della forma di�erenziale

p · dq−H dt

Infatti, se [0, λ̄] 3 λ→ (q(λ),p(λ), t(λ)) è un cammino si�atto∫
γ

(p · dq−H dt) =

∫ λ̄

0

(p(λ) · ∂λq(λ)−H(q(λ),p(λ), t(λ)) ∂λt) dλ

Ma se la relazione tra λ e t è invertibile, riparametrizzando in t si ottiene di nuovo

S =

∫ T

0

(p · q̇−H) dt

Il principio variazionale pensato in questo modo permette di dare un'elegante condizione di
canonicità di una trasformazione. Infatti, se, mediante un cambiamento di varibili, il sistema
hamiltoniano di hamiltoniana H si trasforma nel sistema hamiltoniano di hamiltoniana K,
allora i due seguenti funzionali

S =

∫ T

0

(p · q̇−H(q,p, t)) dt, S̃ =

∫ T

0

(P · Q̇−K(Q,P, t)) dt

devono avere gli stessi punti stazionari, una volta �ssati i valori delle variabili agli estremi
temporali. Una condizione su�ciente perché ciò accada è che le due forme di�erenziali

p · dq−H dt, P · dQ−K dt,

dove P e Q sono scritte in termini di (q,p), di�eriscano per un di�erenziale esatto dG.
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In tal caso, infatti, il valore dell'azione su una traiettoria nelle nuove variabili è

S̃ =

∫ T

0

(P · Q̇−K(Q,P, t)) dt =

∫
γ̃

(P · dQ−K dt)

dove γ̃ è la corrispondente curva nello spazio delle fasi esteso. Traducendo questo integrale
nelle varibili (q,p) si ottiene∫

γ̃

(P · dQ−K dt) =

∫
γ

(p · dq−H dt) +

∫
γ

dG

dove γ è la cuva γ̃ nelle variabili (q,p). Il primo integrale è proprio l'azione S calcolata sul
cammino nelle variabili (q,p), mentre∫

γ

dG = G(q1,p1, T )−G(q0,p0, 0)

Ma allora S e S̃ di�eriscono per una costante che dipende solo dai valori (�ssati) agli estremi,
dunque una traiettoria rende stazionaria S se e solo se rende stazionaria S̃ nelle variabili
(Q,P). In tal modo, abbiamo dimostrato il seguente teorema.

Teorema 2.1. Canonicità attraverso i di�erenziali - I

Se la trasformazione (q,p)→ (Q,P) è tale che data H esiste K e una funzione G tali che

p · dq−H dt = P · dQ−K dt+ dG

allora la trasformazione manda il sistema hamiltoniano di hamiltoniana H nelle variabili
(q,p) nel sistema hamiltoniano di hamiltoniana K nelle variabili (Q,P).

Teorema 2.2. Canonicità attraverso i di�erenziali - II

TODO: versione a tempo �ssato

Corollario: se la traformazione non dipende dal tempo, la nuova hamiltoniana si ottiene dalla
vecchia scirvendola nelle nuove variabili.
Si può dare una caratterizzazione più algebrica di questo trasformazioni.

2.3 Trasformazioni simplettiche

Indicherò con z il complesso delle variabili in R2n:

z =

(
q

p

)
, ∂z =

(
∂q
∂p

)
Dunque

ż =

(
q̇

ṗ

)
=

(
∂pH

− ∂qH

)
= J∂zH

dove J è la matrice simplettica fondamentale

J =

(
0 In
−In 0

)
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e In è la matrice identità in Rn. Consideriamo ora una trasformazione di coordinate indi-
pendente dal tempo

z̃ = z̃(z),

e sia H̃ = H(z(z̃)), così che ∂zH =

(
∂z̃

∂z

)t
∂z̃H̃. Il sistema nelle nuove variabili è

˙̃z =
∂z̃

∂z
ż =

∂z̃

∂z
J ∂zH =

∂z̃

∂z
J

(
∂z̃

∂z

)t
∂z̃H̃

che coincide con
˙̃z = J ∂z̃H̃

se e solo se
∂z̃

∂z
J

(
∂z̃

∂z

)t
= J

Se questa condizione è veri�cata per ogni z, la trasformazione è canonica.
È utile dunque dare una de�nizione: una matrice A si dice simplettica se e solo se

AJAt = J. (2.1)

Proposizione 2.1. Matrici simplettiche

• J2 = − I2n, quindi J
−1 = −J .

• Calcolando il determinante, si ottiene det J2 = 1, dunque | det J | = 1 (in realtà è 1,
come si può calcolare direttamente).

• Se A è simplettica, allora, passando ai determinanti, si ha che detA2 = 1, dunque A
è invertibile

• A è simplettica se e solo se At è simplettica. Infatti, moltiplicando a destra per JA la
(2.1) si ha

AJAtJA = J2A = −A
moltiplicando a sinistra per A−1 si ha

JAtJA = −I

moltiplicando a sinistra per −J si ottiene

AtJA = J

che dimostra la tesi.

• A è simplettica se e solo se A−1 è simplettica. Infatti, passando agli inversi nell'ultima
equazione del punto precedente, si ha

A−1(−J)A−1t = −J

che dà la tesi.

• Se A e B sono simplettiche, allora AB è simplettica (esercizio). Dunque le matrici
simplettiche formano un sottogruppo del gruppo delle trasformazioni non singolari.
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Diremo che una trasformazione è simplettica se il suo jacobiano è una matrice simplettica in
ogni punto.
Riassumo quanto abbiamo provato �no a qui.

Teorema 2.3. Trasformazioni simplettiche indipendenti dal tempo.

Una trasformazione simplettica indipendente dal tempo è canonica, e la nuova hamiltoniana
è la vecchia hamiltoniana espressa in funzione delle nuove variabili.

Teorema 2.4. Canonicità attraverso i di�erenziali - III

La trasformazione Q = Q(q,p, t), P = P(q,p, t) è una trasformazione simplettica a t �ssato
se e solo se p · dq−P · dQ è un di�erenziale esatto a t �ssato.

Osservo che

p · dq = d(p · q)− q · dp =
1

2
(p · dq− q · dp) +

1

2
d(p · q)

e posso ottenere una analoga espressione per P · dQ. Ne segue che p · dq − P · dQ è un
di�erenziale esatto se e solo se

p · dq− q · dp− (P · dQ−Q · dP)

è un di�erenziale esatto. In termini di z = (q,p) e Z = (Q,P) questa espressione è

Jz · dz− JZ · dZ

Ma
dZ = ∂zZ dz

dunque la forma di�erenziale è
(Jz− ∂zZtJZ) · dz

La forma è localmente esatta se e solo se è localmente chiusa, cioè

∂i(Jz− ∂zZtJZ)j = ∂j(Jz− ∂zZtJZ)i

Ora
∂i(Jz)j =

∑
k

∂i(Jjkzk)
∑
k

Jjkδik = Jji

∂i(∂zZ
tJZ)j =

∑
h,k

∂i(∂jZhJhkZk) =
∑
h,k

∂2
ijZhJhkZk +

∑
h,k

∂jZhJhk ∂iZk

=
∑
h,k

∂2
ijZhJhkZk + (∂zZ

tJ ∂zZ)ji

Sviluppando nello stesso modo il membro di destra, si ottiene la condizione di chiusura

Jji − (∂zZ
tJ ∂zZ)ji = Jij − (∂zZ

tJ ∂zZ)ij

(i termini con le derivate seconde sono uguali e si cancellano). Ma sia la matrice J che la
matrice ∂zZtJ ∂zZ sono antisimmetriche, e per una matrice antisimmetrica Aij = Aji se e
solo se Aij = 0. Dunque la condizione di chiusura è proprio la condizione di simpletticità
dello jacobiano della trasformazione

J = ∂zZ
tJ ∂zZ.

Una conseguenza di questo teorema è che le trasformazioni simplettiche dipendenti dal tempo
sono canoniche.
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Teorema 2.5. Canonicità attraverso i di�erenziali - III

Se la trasformazione Q = Q(q,p, t), P = P(q,p, t), anche dipendente dal tempo, è simplet-
tica per ogni t �ssato, allora esiste G(q,p, t) tale che,

p · dq−P · dQ = dG, a t �ssato, per ogni t

In tal caso, se H è un'hamiltoniana, scegliendo

K = H + P · ∂tQ + ∂tG (2.2)

si ottiene che
p · dq−H dt = P · dQ−K dt+ dG

Quindi una trasformazione simplettica dipendente dal tempo è una trasformazione canonica
e la nuova hamiltoniana si calcola come in (2.2).

3 Parentesi di Poisson

Le parentesi di Poisson sono uno dei degli strumenti chiave del formalismo hamiltoniano.
La forma bilinineare antisimmetrica in R2n

[v,w]J = v · Jw

è detta prodotto simplettico.
È facile veri�care che una matrice A è simplettica se e solo se, per ogni v,w vale

[Av, Aw]J = [v,w]J .

Infatti questa condizione equivale a

v · AtJAw = v · Jw, ∀v, w

e questo può accadere se e solo se AtJA = J .
In prodotto simplettico è legato alle �parentesi di Poisson�, che sono una operazione sugli
�osservabili�, cioè sulle funzioni de�nite nello spazio delle fasi z = (q,p).
Le parentesi di Poisson sono un'operazione che associa a due funzioni f , g, la funzione

{f, g} = [∂zf, ∂zg]J = ∂zf · J ∂zg = ∂qf · ∂pg − ∂pf · ∂qg

Consideriamo ora un cambiamento di variabili, e, con un punto di vista �geometrico�, indi-
chiamo con f sia f(q,p), sia f(q(q̃, p̃),p(q̃, p̃)), cioè f come funzione delle nuove variabili
tramite le vecchie. Se si trasformano le variabili, cioè si pensano f e g funzioni delle nuove
variabili tramite le vecchie

∂zf = ∂zz̃
t ∂z̃f

Dunque
{f, g}q,p = [∂zz̃

t ∂z̃f, ∂zz̃
t ∂z̃g]J = ∂z̃f · ∂zz̃J ∂z̃zt ∂z̃g

quindi
∀f, g, {f, g}q,p = {f, g}q̃,p̃

se e solo se la trasformazione è simplettica.
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Le parentesi di Poisson delle coppie di variabili dànno le regole di commutazione cano-

niche:
{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij (3.1)

Se considero una trasformazione è canonica, queste relazioni devono valere anche per le nuove
variabili rispetto alle nuove variabili, ma, per l'invarianza appena dimostrata, devono valere
anche per le nuove variabili rispetto alle vecchie varibili:

{q̃i, q̃j} = 0, {p̃i, p̃j} = 0, {q̃i, p̃j} = δij (3.2)

Queste condizioni sono del tutto equivalenti alla simpletticità della trasformazione. Dimo-
striamolo. La condizione di simpletticità è:

J =
∂z̃

∂z
J

(
∂z̃

∂z

)t
=
∂z̃

∂z
J

(
∂qq̃

t ∂qp̃
t

∂pq̃
t ∂pp̃

t

)
=
∂z̃

∂z

(
∂pq̃

t ∂pp̃
t

− ∂qq̃t − ∂qp̃t
)

=

(
∂qq̃ ∂pq̃

t − ∂pq̃ ∂qq̃t ∂qq̃ ∂pp̃
t − ∂pq̃ ∂qp̃t

∂qp̃ ∂pq̃
t − ∂pp̃ ∂qq̃t ∂qp̃ ∂pp̃

t − ∂pp̃ ∂qp̃t

)

(si ricordi che si tratta di prodotti a blocchi di matrici). Si noti ora che se f(q,p) e g(q,p)
sono due campi vettoriali a valori in Rn, allora

(∂qf(∂pg)t)ij = ∂qfi · ∂pgj.

Con questa osservazione è semplice veri�care che l'identità tra J e l'ultima matrice è equi-
valente alle condizioni (3.2).

Consideriamo un esempio. Sia

P =
1

2
(q2 + p2)

Q = arctan
q

p

In questo caso è molto semplice veri�care la canonicità della trasfromazione mediante le
parentesi di Poisson. Infatti, per de�nizione, {Q,Q} = 0 = {P, P}, dunque resta solo da
veri�care che

{Q,P} = 1

Il semplice calcolo delle derivate mostra che e�ettivamente questa condizione è veri�cata
(completare per esercizio).
Consideriamo ora l'hamiltoniana dell'oscillatore armonico H = (p2 + q2)/2. L'hamitoniana
nelle nuove variabili è

K = P

per cui le equazioni del moto diventano

Q̇ = ∂PK = ∂PP = 1

Ṗ = − ∂QK = − ∂QP = 0

che sono di facile soluzione: P è costante e pari all'energia del moto, mentre Q(t) = Q0 + t.
Ne segue che il moto è risolto dalle uguaglianze
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1

2
(p2(t) + q2(t)) = E

arctan
q(t)

p(t)
= Q0 + t

Dove E e Q0 si determinano a partire dal dato inziale.

In questo esempio si porta alle quadrature (cioè si risolve il moto in termini di integrali di
funzioni elementari) il moto di un oscillatore armonico (naturalmente questo moto si risolve
anche utilizzando la teoria delle equazioni di�erenziali lineari). Esiste un metodo generale
per provare a portare alle quadrature un sistema hamiltoniano mediante una trasformazione
canonica che renda semplice il sistema nelle nuove variabili. Per poterlo illustrare serve però
introdurre un metodo che permette di ottenere abbastanza facilmente delle trasformazioni
canoniche, come mostreremo tra qualche pagina.

Come operazione tra funzioni, le parentesi di Poisson veri�cano le sequenti proprietà.

Teorema 3.1. Proprietà delle parentesi di Poisson.

1. Sono bilineari (veri�care per esercizio).

2. Sono antisimmetriche:
{f, g} = −{g, f}

e quindi {f, f} = 0 (veri�care per esercizio).

3. Vale la formula di Leibnitz

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h}

(veri�care per esercizio).

4. Vale l'identità di Jacobi

{f, {g, h}+ {g, {h, f}+ {h, {f, g} = 0

Uno spazio vettoriale (reale o complesso), dotato di un prodotto interno che veri�ca le
proprietà 1,2,4 è detto algebra di Lie, dunque lo spazio delle funzioni regolari in R2n

con le parentesi di Poisson è un'algebra di Lie. Do questa de�nizione perché incontreremo
altri casi di algebre di Lie. In particolare, lo spazio vettoriale di operatori lineari su uno spazio
Hilbert H (per esempio Rm o L2) diventano algebre di Lie considerando come operazione
interna il commutatore tra operatori: se v è un elemento dello spazio H, e A e B sono due
operatori lineari,

[A,B]v = ABv −BAv

(non confondete questa notazione con quella di prodotto simplettico, che comunque non userò
più). La bilinearità e l'antisimmetria del commutatore sono di veri�ca immediata, l'identità
di Jacobi si può mostrare facilmente sviluppando tutti i termini, ma si può abbreviare con
un minimo di ri�essione: tutti i termini dell'espressione

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]]
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sono formati da una permutazione del prodotto tra le tre matrici A, B, C. Isoliamo i termini
che iniziano per A. Indicando con . . . i termini che non iniziano per H, si ha

[A, [B,C]] = A[B,C] = ABC − ACB
[B, [C,A]] = −[C,A]B + · · · = ACB + . . .

[C, [A,B]] = −[A,B]C + · · · = −ABC + . . .

Dunque la somma di tutti i termini che iniziano per A è nulla. Si può ripetere lo stesso ragio-
namento per i termini che iniziano per B e C (l'espressione dell'identità di Jacobi è invariante
per le permutazioni degli argomenti), dunque la somma dei tre termini è e�ettivamente nulla.

Ho premesso la prova dell'identità di Jacobi per il commutatore perché fa da traccia per la
prova dell'identità di Jacobi per le parentesi di Poisson. Serve però qualche utile passaggio
intermendio. Dato il campo vettoriale v, indico la derivata di una funzione f lungo v con il
simbolo

Lvf = v · ∇f
Siano v e w due campi vettoriali, Considero il commutatore tra gli operatori Lv e Lw, su
una funzione f :

[Lv, Lw]f = v · ∇(w · ∇f)−w · ∇(v · ∇f)

L'espressione a destra sembra contenere derivate prime e seconde di f , ma a una più attenta
analisi si scopre che le derivate seconde non ci sono, e dunque il commutatore dei due
operatori di derivazione è anch'esso un operatore del primo ordine. Infatti, i termini nelle
derivate seconde sono: ∑

i,j

viwj ∂
2
ijf −

∑
i,j

wivj ∂
2
jif

che dunque si cancellano. Il campo vettorale u tale che

[Lv, Lw] = Lu

è il commutatore [v,w] dei due campi v e w. Usando la de�nizione si ottiene

[v,w] = (v · ∇)w − (w · ∇)u

L'identità di Jacobi per operatori Lu, Lv, Lw, si riscrive facilmente come

L[u,[v,w]] + L[v,[w,u]] + L[w,[u,v]] = 0

Poiché L : u→ Lu è lineare in u, l'identità precedente si scrive come

L[u,[v,w]]+[v,[w,u]]+[w,[u,v]] = 0

che è possibile se e solo se anche il commutatore dei campi vettoriali veri�ca l'identità di
Jacobi.

Torniamo alle parentesi di Poisson. Usando la de�nizione, si vede che

{f, g} = ∂zf · J ∂zg = LJ ∂zg f = −LJ ∂zf g

Riscrivo i tre termini nel membro di destra dell'identità di Jacobi per le parentesi di Poisson
come operatori che agiscono su h. Il primo si riscrive come

−LJ ∂zf (−LJ ∂zgh) = LJ ∂zfLJ ∂zgh
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Il secondo è
−LJ ∂zgLJ ∂zfh

Il terzo è
LJ ∂z{f,g}h

La somma dei tre termini è dunque

([LJ ∂zf , LJ ∂zg] + LJ ∂z{f,g})h

Ogni termine dello sviluppo dell'identità di Jacobi è lineare nelle derivate seconde di una
delle tre funzioni, ma la somma scritta sopra non ha termini nelle derivate seconde di h.
Poiché possiamo ripetere il ragionamento per ognuna delle tre funzioni, ottemiamo che tutti
i termini sono nulli, e dunque vale l'identità di Jacobi.

Come corollario, segue che l'identità di Jacobi è equivalente a

[LJ ∂zf , LJ ∂zg] = −LJ ∂z{f,g}

cioè, in termini di prodotti di Lie,

[J ∂zf, J ∂zg] = −J ∂z{f, g}.

D'ora in poi chiamerò campo vettoriale hamiltoniano associato alla funzione f , il campo
J ∂zf . L'identità precedente a�erma che il campo vettoriale hamiltoniano associato alle pa-
rentesi di Poisson delle due funzioni f e g è meno il commutatore dei due campi hamiltoniani
associati a f e g.

La commutatività dei campi vettoriali è equivalente alla commutatività dei �ussi generati.
Lavorerò in coordinate rettangolari, ma usando carte locali questa trattazione si estende al
caso di �ussi e campi su varietà.

Siano dati due campi vettoriali regolari v(x) e w(x). De�nisco i due �ussi associati:
d

dt
Φt(x) = v(Φt(x))

Φ0(x) = x


d

dt
Ψt(x) = w(Φt(x))

Ψ0(x) = x

Teorema 3.2. Flussi commutanti.

Φt e Ψs commutano, cioè
Φt(Ψs(x)) = Φs(Ψt(x))

per ogni s, t, x, se e solo se i corispondenti campi commutano.

Dimostro questo risultato in Rm, ma la tesi rimane valida anche per �ussi su varietà.
Osservo preliminarmente che, sviluppando in t = 0:

Φt(x) = x + tv(x) +
t2

2
v · ∇v +O(t3)

Analogamente,

Ψ2(x) = x + sw(x) +
s2

2
w · ∇w +O(s3)
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Lemma 3.1. Vale (completare i dettagli per esercizio):

Φt(Ψs(x))−Ψs(Φt(x)) = st[w,v] +O3 (3.3)

dove con O3 intendo termini di ordine superiore al secondo.

Ci sono due punti importanti in questo enunciato. Il primo è che il primo termine signi�cativo
della di�erenza è dato dal commutatore dei campi, il secondo è che i termini del secondo
ordine in t2 e s2 non ci sono.

Da questo lemma segue facilmente che se Φt e Ψs commutano, allora [v,w] è nullo, infatti lo
sviluppo in serie di potenze di s e t del membro di destra della (3.3) deve essere identicamente
nullo, e quindi deve essere nullo il coe�ciente del termine in st.

Vale anche il viceversa, come ora dimostreremo. La dimostrazione è concettualmente sem-
plice, ma richiede un po' di notazioni e di gra�ci. Fissiamo s, t > 0, m intero, δs = s/m,
δt = t/m.

(0,0) (s,0)

(0,t) (s,t)

Considera il rettangolo [0, s]× [0, t] nel piano (s, t), diviso in m2 rettangolini di lati δs, δt (in
�guram = 3). Consideriamo un cammino γ da (0, 0) a (s, t) fatto di segmenti dei rettangolini,
ma con s e t non decrescenti (il cammino può solo andare a destra o in alto). Fissato γ,
indichiamo con Tγ(x) il punto di Rn che otteniamo da x evolvendo con la composizione di Φδt

e Ψδs nell'ordine con cui compaiono in γ i tratti orizzontali e i tratti verticali, rispettivamente.
Per esempio, al cammino γ in �gura corrisponde il punto

Tγ(x) = Ψδs ◦ Φδt ◦Ψδs ◦ Φδt ◦ Φδt ◦Ψδs(x)

(nota che la sequenza dei tratti di γ si ritrova al contrario nell'espressione di Tγ). Dunque i
cammini γ sono in biiezione con le sequenze composte di m �ussi Φδt e m �ussi Ψδs.
È facile convincersi che esiste una sequenza di cammini {γk}k=0...m2 tale che

• Tγm2 = (Φδt)m ◦ (Ψδs)m = Φt ◦Ψs;

• Tγ0 = (Ψδs)m ◦ (Φδt)m = Ψs ◦ Φt;

• γk+1 di�erisce da γk per un solo rettangolino, cioè per lo sostituzione di un movimento �a
destra, poi in alto� con un movimento �in altro, poi a destra�, e quindi la corrispondente
sequenza di �ussi di�erisce per uno scambio di ΨδsΦδt con ΦδtΨδs;
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•

Φt(Ψs(x))−Ψs(Φt(x)) =
m2−1∑
k=0

(Tγk+1
(x)− Tγk(x))

Proveremo che ogni termine della sommatoria è di ordine 1/m3, dunque passando al limite
m→ +∞ si ottiene la tesi.

s−

t−

Considera i due cammini γ′ e γ in �gura, che di�eriscono per un solo rettangolino. Indico
con T− la sequenza di �ussi da (0, 0) al punto (s̄, t̄), e con T+ la sequenza da (s̄+ δs, t̄+ δt)
a (s, t). Dunque

Tγ′(x) = T+ ◦Ψδs ◦ Φδt ◦ T−(x), Tγ(x) = T+ ◦ Φδt ◦Ψδs ◦ T−(x),

Indicando con y = T−(x).

|Tγ′(x)− Tγ(x)| = |T+ ◦ Φδt ◦Ψδs(y)− T+ ◦Ψδs ◦ Φδt(y)| ≤ c|Φδt ◦Ψδs(y)−Ψδs ◦ Φδt(y)|

dove c è la costante di Lipschitz per T+. Usando il lemma e la commutatività dei campi, si
ottiene che ogni termine è di ordine 1/m3 Quindi, poiché i termini della somma che stiamo
considerando sono solo m2, si ha

Φt(Ψs(x))−Ψs(Φt(x)) =
m2−1∑
k=0

(ϕ(Tγk+1
(x))− ϕ(Tγk(x))) = O

(
1

m

)
che tende a 0 per n→ +∞.

Esercizio 3.

Nella dimostrazione ho usato che le costanti di Lipschitz dei �ussi Tγ sono limitate uniformemente

in γ. Dimostralo trovando una costante L tale che

| ∂xTγ(x)| ≤ L

indipendentemente da γ e supponendo x in un compatto.
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3.1 Integrali primi

Le parentesi di Poisson permettono di esprimere le equazioni di Hamilton in termini degli
osservabili. Infatti, se f(q,p, t) è una funzione regolare data,

df

dt
= ∂tf + ∂qf · q̇ + ∂pf · ṗ = ∂tf + ∂qf · ∂pH − ∂pf · ∂qH = ∂tf + {f,H}

In particolare si ottengono le equazioni di Hamilton:

q̇i =
dqi
dt

= {qi, H}

ṗi =
dpi
dt

= {pi, H}

Inoltre è facile scrivere la de�nizione di integrale primo del moto in termini di parentesi di
Poisson. La funzione f è costante lungo il moto se e solo se df

dt
= 0, cioè se

∂tf + {f,H} = 0.

Si noti che questa è anche l'equazione di Liouville, poiché i campi hamiltoniani sono campi
a divergenza nulla.

Nel caso di funzioni indipedenti dal tempo, vale

df

dt
= {H, f}

che è un'equazione lineare che esprime l'evoluzione temporare degli osservabili. In�ne, f
indipendente dal tempo, è un integrale primo del moto se e solo {f,H} = 0. Usando
l'identità di Jacobi, si dimostri per esercizio il seguente teorema

Teorema 3.3. Parentesi di Poisson di due integrali primi.

Se f e g sono due integrali primi del moto, allora anche {f, g} lo è (si deve usare l'identità
di Jacobi).

Per esempio, sia q ∈ R3, e sia m
2
q̇2 l'energia cinetica. Allora p = mq̇ e il momento della

quantità di moto è ` = q ∧ p. Mostrare che

{`1, `2} = `3

Quindi se si conservano le prime due componenti del momento della quantità di moto si
conserva anche la terza (in generale {`i, `j} = εijk`k dove εijk è il tensore completamente
antisimmetrico).

De�nizione: due funzioni H e K sono in involuzione se {H,K} = 0.
Ricordando che il commutatore dei campi hamiltoniani associati a due funzioni H e K è
meno il campo hamiltoniano generato da {H,K}, si ottiene che due �usssi hamiltoniani di
hamiltoniane H e K commutano se e solo se

J ∂z{H,K} = 0

cioè se e sole se {H,K} = costante, e questo accade in particolare se H e K sono in invo-
luzione. Osservo anche che essere in involuzione garantisce che K è un integrale primo del
moto di hamiltoniana H, e viceversa (cosa che non accade se {H,K} è una costante non
nulla).
Riassumendo: se {H,K} = 0, i �ussi hamiltoniani di hamiltoniane H e K commutano, e H
e K sono integrali primi per entrambi i �ussi.
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3.2 Il teorema di Noether per sistemi hamiltoniani

Per un sistema lagrangiano, l'esistenza di un gruppo a un parametro di simmetrie nelle
variabili è equivalente all'esistenza di una combinazione lineare dei momenti che si conserva.
Per i sistemi hamiltoniani si possono considerare gruppi di simmetrie che coinvolgono le 2n
variabili, ma è falso che a ogni gruppo di simmetria nelle 2n variabili corrisponde un integrale
primo. La maggiore generalità delle simmetrie considerabili va limitata dalla condizione di
simpletticità.

Teorema 3.4. Generatori dei �ussi

Sia x ∈ Rm, e sia Ψt(x) un gruppo a un parametro di di�eomor�smi, cioè

Ψ0(x) = x, e ∀s, t Ψt ◦Ψs = Ψt+s

Allora esiste un campo vettoriale u tale che Ψt è il �usso generato da u, cioè

d

dt
Ψt(x) = u(Ψt(x)

Se esite u, in particolare u(x) deve coincidere con la derivata in t al tempo t = 0 di Ψt(x).
De�nisco dunque

u(x) =
d

dt
Ψt(x).

Veri�co che genera Ψt.

d

dt
Ψt(x) = lim

ε→0

1

ε
(Ψt+ε(x)−Ψt(x)) = lim

ε→0

1

ε
(Ψε(Ψt(x)−Ψt(x)) = u(Ψt(x))

Nella penultima uguaglianza ho usato la proprietà di gruppo, nell'ultima ho usato la de�ni-
zione di u.

Teorema 3.5. Flussi simplettici

Sia z ∈ R2n e sia Ψt un gruppo a un parametro, generato dal campo vettoriale u. Allora
∂zΨt è simplettica se e solo se esiste (localemente) K = K(z) tale che

u = J ∂zK

Chiamerò �ussi simplettici i �ussi che hanno jacobiano simplettico. Il teorema asserisce che
i �ussi simplettici sono tutti e soli i �ussi hamiltoniani.
Dimostro il teorema. Derivando in z la relazione

d

dt
Ψt(z) = u(Ψt(z)

si ottiene
d

dt
∂zΨt(z) = ∂zu(Ψt(z)) ∂zΨt(z)

Suppongo ora che ∂zΨy sia simplettica per ogni t, cioè

(∂zΨt)
tJ ∂zΨt = J

Derivo in t. Il secondo memebro è nullo, mentre

d

dt
(∂zΨt)

tJ ∂zΨt = (∂zΨt)
t(∂zu)tJ ∂zu ∂zΨt
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dove ∂zu è calcolato in Ψt(z). Per t = 0, ricordando che ∂zΨ0 = I. ottenego

(∂zu)tJ + J ∂zu

che riscrivo come
J ∂zu = −(∂zu)tJ

Ma −J = J t, dunque la matrice J ∂zu è simmetrica, cioè la forma di�erenziale associata è
chiusa, dunque localmente esiste K tale che

J ∂zu = − ∂zK

e da questa relazione, moltiplicando per −J ottengo proprio che u è il campo di hamiltoniana
K.
Viceversa, sia u = J ∂zK. Allora

∂zu = J ∂2
z zK

dove ∂2
z zK è l'hessiano di K. La derivata nel tempo di At = (∂zΨt)

tJ ∂zΨt è dunque

(∂zΨt)
t
(
(∂zu)tJ + J ∂zu

)
∂zΨt

Sostituendovi dentro l'espressione di ∂zu in termini dell'hessiano di K si ottene la matrice
nulla. La tesi segue facilmente notando che al tempo 0 ∂zΨt è la matrice identità, che è

simplettica, dunque A0 = J , e che
d

dt
At = 0, e dunque At = J per ogni t.

Siamo dunque in grado di enunciare e dimostrare il teorema di Noether per i sistemi hamil-
toniani. Per semplicità considero solo il caso indipendente dal tempo.

Teorema 3.6. Teorema di Noether

L'hamiltoniana H è invariante per un gruppo a un parametro di di�emor�smi simplettici,
se e solo se esiste una funzione K tale che il gruppo è il �usso di hamiltoniana K e K è un
integrale primo per H.

La prima parte del teorema è il contenuto del teorema precedente. Devo solo provare che
H è invariante per il �usso di hamiltoniana K se e solo se {H,K} = 0. Infatti, detto Ψt il
�usso

0 = ∂tH(Ψt(z) = ∂zH · J ∂zK sse {H,K} = 0

4 L'equazione di Hamilton-Jacobi

4.1 Funzioni generatrici

La caratterizzazione delle trasformazioni simplettiche attraverso la chiusura della forma p ·
dq−P · dQ permette di costruire trasformazioni canoniche. Vediamo come.
Consideriamo, come esempio, la funzione F = F (q,Q) = q ·Q, che ha di�erenziale

dF = Q · dq + q · dQ

Chiediamoci ora se esistono due funzioni di p(q,Q) e P(q,Q) tali che

p · dq−P · dQ = dF = Q · dq + q · dQ (4.1)
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La risposta è evidentemente si, e

p = Q, P = −q

In questo modo risulta de�nita la trasformazione

P = −q, Q = p

che è in e�etti la trasformazione canonica che scambia coordinate e momenti (a meno di
un segno). D'altra parte, l'uguaglianza (4.1) è veri�cata anche pensando che le variabi-
li indipendenti siano (q,p) mentre Q,P sono date dal cambiamento di variabile. Infatti
F (q,Q(q,p)) = q · p e

p · dq−P · dQ = p · dq + q · dp = d(p · q) = dF

Questo esempio dovrebbe rendere evidente che vale il seguente teorema

Teorema 4.1. Funzione generatrice F (q,Q, t)
Sia F = F (q,Q, t) una funzione regolare, con la matrice ∂2

qQF non singolare. Allora le
equazioni

p = ∂qF (q,Q, t)

−P = ∂QF (q,Q, t)

de�niscono un cambiamento di variabili che è simplettico per ogni t.
Inoltre, data H = H(q,p, t), l'hamiltoniana per il sistema nelle nuove variabili è

K = H + ∂tF

Infatti, la prima equazione permette di ottenere Q in funzione di q (a questo serve l'ipotesi
di non singolarità della matrice delle derivate seconde incrociate). La seconda equazione
permette di determinare P in funzione di q e Q. La canonicità è garantita dal fatto che, in
variabili q,Q, ovviamente vale

p · dq−P · dQ = dF

e questa stessa relazione rimane naturalmente vera anche se viene espressa in funzione di q e
p. Poiché una trasformazione simplettica ha jacobiano simplettico, e le matrici simplettiche
hanno determinate 1, segue che la mappa Q = Q(q,p, t) e P = P(q,p, t) è non singolare,
dunque de�nisce e�ettivamente una trasformazione di coordinate.
Data H, la nuova hamiltonana K si de�nisce imponendo l'uguaglianza

p · dq−H dt = P · dQ−K dt+ dF

Dunque
K = H + ∂tF

Notate che questa relazione tra H e K è più semplice rispetto a quella espressa nella (2.2),
il motivo è che

p · dq−H dt = P · dQ−K dt+ dF

letta nelle variabili q,Q a�erma che

∂tF = K −H,
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letta invece nelle variabili q,p a�erma che

∂tF = K −H −P · ∂tQ

che è appunto la (2.2)

È possibile anche scegliere altre coppie di variabili indipendenti tra le q,p,Q,P. Infatti,
sia Q = (q,p, t), P(q,p, t) simplettica per ogni t. Allora, per i teoremi precedenti, esiste
G = G(q,p, t) tale che a t �ssato

p · dq−P · dQ = dG (4.2)

Se si possono considerare indipendenti q,P, allora, aggiungendo d(P·Q) a entrambi i membri
della (4.2), e de�nendo

S(q,P, t) = G(q,p(q,P), t) + P ·Q(q,P, t)

si ha che

p · dq + Q · dP = dS, cioè


p =

∂S

∂q

Q =
∂S

∂P

det ∂qPS 6= 0

Se si possono considerare indipendenti p,P, allora, aggiungendo d(P ·Q−p · q) a entrambi
i membri della (4.2), e de�nendo

F3(p,P, t) = G(q(p,P, t),p, t) + P ·Q(p,P, t)− p · q(q,P, t)

si ha che

−p · dq + Q · dP = dF3, cioè

{
q = − ∂pF3

Q = ∂PF3
det ∂pPF3 6= 0

In�ne, se si possono considerare indipendenti p,Q, allora, aggiungendo − d(p ·q) a entrambi
i membri della (4.2), e de�nendo

F4(p,Q, t) = G(q(p,Q, t),p, t)− p · q(p,Q, t)

si ha che

−q · dp−P · dQ = dF4, cioè

{
q = − ∂pF4

P = − ∂qF4
det ∂pQF4 6= 0

Si noti che in dimensione maggiore di 1, è possibile considerare scelte diverse per ogni coppia
di variabili coniugate. Per esempio, provate a scrivere qual è la trasformazione indotta da
una funzione generatrice F = F (q1, Q1, q2, P2).

Osservazione: le varie funzioni generatrici non sono equivalenti. Per esempio, la trasfor-
mazione identica

Q = q, P = p

è generata da S = S(q,P) = q ·P, ma non può essere generata da una funzione generatrice
del tipo F = F (q,Q) (infatti non si possono scegliere q e Q come variabili indipendenti).

Usando le fuzioni generatrici, è semplice mostrare come un cambiamento di coordinate induca
un cambiamento negli impulsi.
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Esempio: sia x(q) un di�eomor�smo da un dominio di Rn in un dominio di Rn, cioè
Q(q) = x(q) sia cambiamento regolare delle variabili q. Sia

S(q,P) = P · x(q)

Poiché ∂q,PS = ∂qx, che per ipotesi è non singolare, S de�nisce la trasformazione canonica

Q = ∂PS = x(q), p = (∂qx)tP

Questa trasformazione solleva la trasformazione delle sole coordinate in una trasformazione
nello spazio delle fasi.
È da notare che la funzione generatrice

S(q,P) = P · x(q) + g(q),

dove g è una funzione scalare delle q, genera la trasformazione canonica

Q = ∂PS = x(q), p = (∂qx)tP + ∂qg

che non coincide con la precedente. Dunque, come preannunciato, le trasformazioni canoniche
sono �più numerose� delle trasformazioni indotte da trasformazioni delle sole q.

Usando le funzioni generatrici non è troppo di�cile arrivare a dimostrare che, data H, il
�usso di hamiltoniana H de�nisce una trasformazione simplettica. Dimostreremo il seguente
teorema.

Teorema 4.2. Simpletticità del �usso di fase.

Sia
q̄ = q̄(q,p, t)

p̄ = p̄(q,p, t)
(4.3)

la soluzione delle equazioni di Hamilton di hamiltoniana H = H(q,p, t), di dato iniziale
(q,p), cioè {

˙̄q = ∂pH(q̄, p̄, t)

˙̄p = − ∂qH(q̄, p̄, t)
con

q̄(q,p, 0) = q

p̄(q,p, 0) = p

Allora, la trasformazione di coordinate

q1 = q̄(q0,p0, t)

p1 = p̄(q0,p0, t)

è simplettica per ogni t, dalle variabili (q0,p0) alle variabili (q1,p1).

Abbiamo già dimostrato questo teorema dimostrando che lo jacobiano di un �ussoi ha-
miltoniano è simplettico. È però utile procedere anche in un altro modo, cioè costruendo
esplicitamente una funzione generatrice della trasformazione.
Premetto un lemma tecnico.

Lemma 4.1. Sia H un'hamiltoniana con ∂2
pH non singolare. Allora, se t è su�cientemente

piccolo, l'uguaglianza q1 = q̄(q0,p0, t) può essere risolta in p0, dunque si possono utilizzare,
localmente, le variabili indipendenti q0 e q1 per descrivere il moto.
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Si noti che se H è un'hamiltoniana che proviene da una lagrangiana naturale, H dipende
quadraticamente degli impulsi tramite l'inversa della matrice cinetica, che è de�nita positiva,
dunque non singolare.
Il lemma si dimostra facilmente notando che, per t piccolo,

q1 = q0 + q̇(q0,p0, 0)t+ o(t) = q0 + ∂pH(q0,p0, 0)t+ o(t)

e questa uguaglianza si può invertire in p0, a t piccolo, per l'ipotesi di non singolarità di
∂2
pH.

Consideriamo dunque il moto q̄(t), p̄(t) con dati al bordo q̄(q0,p0, 0) = q0 e q̄(q0,p0, t) = q1,
che, per il lemma precedente, esiste in opportuni intorni di q0 e q1 se t è su�cientemente
piccolo. Consideriamo inoltre il valore dell'azione calcolata sul moto:

F (q0,q1, t) =

∫ t

0

(
p̄ · ˙̄q−H(q̄, p̄, s)

)
ds

Tenendo �ssato t e variando q0 e q1, varia naturalmente tutta la traiettoria. Sia δq̄(s), δp̄(s)
la variazione al tempo s al primo ordine, con δq̄(0) = δq0 e δq̄(t) = δq1. Vale

F (q0+δq0,q1+δq1, t)−F (q,q1, t) =

∫ t

0

(
δp̄ · ˙̄q + p̄ · δ ˙̄q− ∂qH · δq̄− ∂pH · δp̄

)
ds+o(δq0, δq1)

Usando le equazioni del moto che sono soddisfatte da q̄, p̄, cioè che ∂qH = − ˙̄p e che ∂pH = ˙̄q,
si ottiene

F (q0+δq0,q1+δq1, t)−F (q0,q1, t) =

∫ t

0

d

ds
(p̄ · δq̄) = p̄(q0,p0, t)·δq1−p·δq0+o(δq0, δq1)

Ma allora,
dF = p1 · dq1 − p0 · dq0

Per i teoremi della sezione precedente, questa identità garantisce che la trasformazione è
simplettica.

4.2 L'equazione di Hamilton-Jacobi

È utile calcolare anche come varia F nel tempo. Si noti che cambiando t e tenendo �ssi q0

e q1, non è facile determinare la variazione di F , infatti cambia l'intera traiettoria. È invece
facile mostrare che

d

dt
F (q0, q̄(q0, p0, t), t) =

d

dt

∫ t

0

ds (p̄ · ˙̄q −H(q̄, p̄, s))

= p̄(t) · ˙̄q(t)−H(q̄(t), p̄(t), t) = p1 · ˙̄q(t)−H(q1, p1, t)

Infatti scegliendo q1 = q̄(q0, p0, t) con (q0, p0) �ssato, la traiettoria non cambia, e dunque la
derivata è l'argomento dell'integrale calcolato in t. Poiché ∂q1F = p1 = p̄, si ha che

p̄ · ˙̄q −H =
d

dt
F (q0, q̄(q0, p0, t), t) = ∂tF + ∂qF · ˙̄q = ∂tF + p̄ · ˙̄q

cioè
∂tF = −H(q̄, p̄, t) = −H(q1, p1, t)

Possiamo rivedere quanto fatto �n'ora notando che abbiamo dimostrato la canonicità della
traformazione che associa a (q1, p1), al tempo t, il corrispondente dato iniziale (q0, p0) al
tempo 0. Indicando con q = q1 e p = p1, abbiamo dimostrato il seguente teorema
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Teorema 4.3. L'azione calcolata sul moto di dato inziale q0 e di posizione q al tempo t ha
di�erenziale

dF = p · dq −H dt− p0 · dq0

Dunque la trasformazione che associa a (q, p) al tempo t il dato inziale (q0, p0) è canonica.
Nelle nuove variabili (q0, p0) l'hamiltoniana è nulla, infatti K = H + ∂tF = H −H = 0.

Poiché nelle nuove variabili l'hamiltoniana è nulla e p = ∂qF , la funzione F = F (q0, q, t)
risolve la seguente equazione

H(q, ∂qF, t) + ∂tF = 0

Questa è l'equazione di Hamilton-Jacobi.
Si noti che se è noto il �usso hamiltoniano, la soluzione dell'equazione di Hamilton-Jacobi
si ottiene mediante l'integrale di azione. Al contrario, riuscire a determinare opportune
soluzioni dell'equazione di Hamilton-Jacobi permette, in un qualche senso, di trovare la
soluzione delle equazioni del moto, come mostreremo nel prossimo paragrafo.

4.3 Il metodo di Hamilton-Jacobi

Come abbiamo visto nell'esempio del punto precedente, una trasformazione canonica può
rendere banalmente integrabile le equazioni di Hamilton. Peró, chi ci dice come trova-
re la trasformazione? Possiamo tentare di determinarla cercando una funzione generatrice
S(q, P, t) tale che la nuova hamiltonianaK sia esattamente 0. In tal caso, infatti, le equazioni
nelle nuove varibili (Q,P ) sono banali:

Q̇ = 0

Ṗ = 0,
(4.4)

dunque nota la trasformazione si può risalire al moto nelle variabili q, p.
Come deve essere fatta una tale S? Deve valere: ∂qS = p e K = 0, cioè:

H (q, ∂qS(q, P, t), t) + ∂tS(q, P, t) = 0. (4.5)

Per Hamiltoniane indipendenti dal tempo, si può cercare una soluzione separando le va-

riabili, cioè cercando la soluzione nella forma S(q, P, t) = W (q, P )−Pnt, dove Pn è l'ultimo
impulso ed è pari all'energia. L'equazione di HJ diventa l'equazione caratteristica di HJ:

H (q, ∂qW (q, P, t)) = Pn. (4.6)

In pratica, invece di cercare S dipendente dal tempo che renda nulla l'hamiltoniana, cerchia-
moW , indipendente da t, che rende costante l'hamiltoniana. Infatti, seW risolve l'equazione
caratteristica di Hamilton, con Pn ultimo nuovo impulso, W genera una trasformazione ca-
nonica nelle nuove variabili (Q,P ), per le quali l'hamiltoniana è Pn. Nelle nuove variabili le
equazioni del moto sono banali:

Q̇i = ∂Pi
K = 0 i = 1, ... n− 1

Q̇n = ∂PnK = 1

Ṗi = − ∂Qi
K = 0 i = 1, ... n.

(4.7)

Come si procede in pratica? Sempre e solo per separazione di variabili, cioè cercando la
soluzione come somma di n funzioni ognuna delle quali dipende solo da una delle vecchie
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coordinate. In alcuni rari casi ci si riesce (sistemi integrabili) in generale no. Il fatto che si
riesca a trovare la soluzione dipende dal fatto che dentro H la dipendenza delle variabili è
separtata.

Prima di vedere come funziona la separazione di variabili, guardiamo come funziona il metodo
in un caso che sappiamo già risolvere, quello dell'oscillatore armonico.
Considero un'oscillatore armonico di hamiltoniana

H =
1

2
(p2 + q2).

L'equazione caratteristica di HJ è

1

2

(
∂W

∂q

2

+ q2

)
= E

dove E (l'energia) sarà il nuovo impulso. Esplicitando rispetto alla derivata di W si ottiene

W (q, E) = ±
∫ q

dq
√

2E − q2

L'integrale si può calcolare esplicitamente, ma questo calcolo non è necessario per trovare la
soluzione delle equazioni del moto. Infatti, se Q è la nuova variabile, la soluzione è

Q(t) = c+ t,

dove c dipende dal dato iniziale, mentre la relazione tra Q e le vecchie variabili è data da

Q =
∂W

∂E
= ±

∫ q dq√
2E − q2

Dunque la soluzione delle equazioni del moto si esprime mediante la formula di quadra-

tura:

±
∫ q(t) dq√

2E − q2
= t+ c

dove il segno e la costante c dipendo da dato inziale. Si noti che in questo caso l'integrale
si può calcolare esplicitamente, e vale arcsin q(t)/

√
2E. Sostituendo questa espressione e

invertendo rispetto a q si ottiene q =
√

2E sin(t+ c).

Il valore del metodo di HJ si comprende nei rari casi di sistemi che si risolvono per quadrature,
senza che esista un'evidente simmetria che renda ciclica qualche variabile. Faccio un esempio.

Esempio: moto in un campo di dipolo, ristretto al piano

In R3, il potenziale di dipolo, con il dipolo orientato sull'asse delle x1, è, a meno di costanti,

V (x) = − 1

|x|3
x · e1

dove e1 è il versore dell'asse x1. Si noti che questo potenziale decade come 1/|x|2, più
rapidamente del potenziale coulombiano.
Restringendoci a moti che avvengono sul piano (x1, x2) la lagrangiana è

L =
1

2
ẋ2 +

x1

|x|3
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che in coordinate polari è

L =
1

2
(ρ̇2 + ρ2ϑ̇2) +

1

ρ2
cosϑ

La corrispondente hamiltonana è

H =
p2
ρ

2
+

p2
ϑ

2ρ2
− 1

ρ2
cosϑ

Come si nota facilmente, non ci sono variabili cicliche. L'equazione di HJ è

1

2
(∂ρW )2 +

1

2ρ2
(∂ϑW )2 − 1

ρ2
cosϑ = E

dove E sarà uno dei nuovi impulsi. Cerco la soluzione nella forma

W (ρ, ϑ) = A(ρ) +B(ϑ)

Ottengo
1

2
(∂ρA(ρ))2 +

1

2ρ2
(∂ϑB(θ))2 − 1

ρ2
cosϑ = E

che si può riscrivere come

1

2

(
∂ρA(ρ)2

)2
+

1

2ρ2

(
(∂ϑB(θ))2 − 2 cosϑ

)
= E

È abbastanza evidente che questa equazione si può risolvere solo ipotizzando che

(∂ϑB(θ))2 − 2 cosϑ = J

con J che non dipende da ρ e da ϑ. In tal caso l'equazione per A diventa

1

2

(
∂ρA(ρ)2

)2
+

J

2ρ2
= E

Le due equazioni sono risolte da

B(ϑ, J) = ±
∫ ϑ

dϑ
√
J + 2 cosϑ

A(ρ, J, E) = ±
∫ ρ

dρ

√
2E − J

ρ2

Le nuove variabili sono

QJ =
∂W

∂J
=
∂B

∂J
+
∂A

∂J
= ±

∫ ϑ dϑ

2
√
J + 2 cosϑ

−∓
∫ ρ dρ

2ρ2
√

2E − J
ρ2

QE =
∂W

∂E
= ±

∫ ρ dρ√
2E − J

ρ2
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Poiché la soluzione delle equazioni del moto è data da QE = t + c1 e QJ = c2, le formule di
quadratura sono

±
∫ ϑ(t) dϑ

2
√
J + 2 cosϑ

∓
∫ ρ(t) dρ

2ρ2
√

2E − J
ρ2

= c2

±
∫ ρ(t) dρ√

2E − J
ρ2

= t+ c1

Abbiamo potuto portare il moto alle quadrature perché il metodo di HJ ci ha permesso di
notare l'esistenza di un integrale primo, diverso dall'energia:

J = p2
ϑ − 2 cosϑ

In genere, l'equazioni di HJ si risolve se ci sono n integrali primi, e la loro dipendenza è
separabile.

4.4 L'equazione caratteristica di HJ

Formalizzo i concetti espressi nei punti precedenti. Si chiama integrale completo dell'e-
quazione caratteristica di Hamilton-Jacobi

H(q, ∂qW ) = E

una funzione W = W (q, p̃), dove p sono n parametri indipendenti da cui dipende la
soluzione, con E = E(p̃), e tali che

det ∂2
qp̃W 6= 0

Se una tale funzione esiste, allora è ben de�nito il cambiamento di variabili dato, implicita-
mente, da {

q̃ = ∂p̃W (q, p̃)

p = ∂qW (q, p̃)

L'hamiltoniana nelle nuove variabili è data da E = E(p̃), le equazioni del moto diventano{
˙̃p = 0

˙̃q = ∂p̃E(p̃)

Poiché i nuovi impulsi sono costanti, anche ∂p̃E(p̃) è un vettore costante, dunque il moto
nelle nuove variabili è {

p̃(t) = p̃(0)

q̃(t) = q̃(0) + t ∂p̃E(p̃)

5 Sistemi integrabili

5.1 Sistemi integrabili

Se l'equazione caratteristica di HJ

H(q, ∂qW ) = E
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ha un integrale completoW , i nuovi impulsi sono degli integrali primi indipendenti del moto.
Ne segue che se un sistema non ha n integrali primi indipendenti, non è possibile trovare un
integrale completo delle equazioni di HJ.
Inoltre, se HJ ha soluzione, il moto nelle nuove variabili è particolarmente semplice, infatti
i nuovi impulsi sono costanti, e nelle nuove coordinate il moto è rettilineo uniforme:{

p̃(t) = p̃(0)

q̃(t) = q̃(0) + t ∂p̃E(p̃(0))

Queste stesse formule indicano che il moto è stato ridotto alle quadrature, cioè il moto è
descritto attraverso inversioni di funzioni (che in genere sono espresse mediante integrali):{

p̃(q(t),p(t)) = p̃(0)

q̃(q(t),p(t)) = q̃(q(0),p(0)) + t ∂p̃E(p̃(0))

Un sistema che si possa ridurre alle quadrature mediante HJ è detto sistema integrabile.

I sistemi integrabili sono sistemi con speci�che proprietà. Si noti, infatti, che i nuovi impulsi
sono integrali primi del moto indipendenti (cioè non si può determinarne uno in funzione
degli altri). Inoltre, per le regole di commutazione canonica,

{p̃i, p̃j}q̃,p̃ = 0

Dimostreremo l'esistenza di n integrali primi indipendenti in involuzione è anche una con-
dizione su�ciente all'integrabilità. In particolare dimostreremo l'integrabilità locale di un
sistema si�atto (teorema di Liouville), per poi descrivere la versione globale (teorema di
Arnold-Liouville), che dà anche importanti informazioni qualitative sul moto,

È necessario fare una osservazione generale sugli integrali primi di un sistema di equazioni
di�erenziali. Consideriamo il �usso Φt associato a un campo vettoriale u in Rm, e sia x0 un
punto non stazionario, cioè u(x0) 6= 0. Sia Π l'iperpiano che passa per x0 ed è ortogonale
a u(x0). Consideriamo un intorno B di raggio r di x0. Se r è abbastanza piccolo, per ogni
x ∈ B esistono t− < 0 < t+ tale che per t ∈ (t−, t+) si ha Φt(x) ∈ B mentre Φt±(x) ∈ ∂B.
Inoltre, esiste t0 ∈ (t−, t+) tale che Φt0(x) ∈ Π. Risulta dunque ben de�nita la funzione

F : B → Π

che a x associa Φt0(x), cioè che a x associa il punto di interesezione della sua orbita con Π.
È evidente che la funzione vettoriale a m− 1 componenti F è conservata dal �usso. Quindi,
intorno a un punto non stazionario, esistono m − 1 integrali primi del moto. Questa a�er-
mazione, però, non da nessuna informazine in più rispetto all'esistenza locale delle soluzioni.
Al contrario, come vedremo, l'esistenza di n integrali primi indipendenti in involuzione per
un sistema hamiltoniano a n gradi di libertà (che è dunque un sistema in R2n) implica che
il moto si riduce alle quadrature.

5.2 Geometria simplettica

Premetto una breve sezione geometrica che mi servirà per generalizzare alcuni risultati.
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In questa sezione chiamo prodotto antiortogonale il prodotto z ·Jw (che prima chiamavo
prodotto simplettico).
Un sottospazio V è detto nullo se tutti i suoi vettori sono antiortogonali tra loro. Si dimostri
per esercizio che V è nullo se e solo se V è ortogonale a

JV = {Jz| z ∈ V }.

Teorema 5.1. Sulla dimensione dei sottospazi nulli Se V è nullo, allora ha dimensione
≤ n.

Infatti V e JV sono ortogonali, e hanno la stessa dimensione, che deve dunque essere al più
n.
Se ui sono n vettori antiortogonali, allora V = span{ui}ni=1 è uno spazio nullo, come anche
JV .

Indico con q̂i e p̂j i versori degli assi qi e pj. Chiamo i−eismo piano coordinato il piano
generato da q̂i e p̂i. Noto che l'i−esimo piano coordinato è invariante per J , perché

J q̂i = p̂i e Jp̂i = q̂i

.

Si consideri ora una qualunque scelta dei versori σi = q̂i oppure σi = p̂i. Sia

Πσ = span{σi}ni=1

Poiché Jσi è ortogonale a σi (vedi sopra), Πσ è nullo. Lo chiamerò �sottospazio coordinato
nullo n−dimensionale�.

Posso ora enunciare e dimostrare il seguente risultato.

Teorema 5.2. Sia V un sottospazio nullo n−dimensionale. Esiste almeno un sottospazio
coordinato nullo n−dimensionale Π tale che

V ∩ Π = {0}

e dunque
R2n = V ⊕ Π

Considero il sottospazio nullo Π0 generato da {p̂i}ni=1. Sia k la dimensione di V ∩Π0. Senza
mancare di generalità (rinominado gli indici) posso supporre che

V ∩ Π0 = span{p̂i}ki=1

Ciò è equivalente a dire che p̂i ∈ V se i ≤ k, mentre p̂i /∈ V se i > k. Poiché se i ≤ k,
p̂i ∈ V e V è nullo, −q̂i = Jp̂i è ortogonale a V , e dunque non gli appertiene. In questo
modo abbiamo provato che se

Π = span{{q̂i}ki=1, {p̂i}ni=k+1

allora V ∩ Π = {0}.

Teorema 5.3. Sia V un sottospazio nullo n dimensionale generato da {ui}ni=1, vettori
indipendenti e antiortogonali.
Esiste una scelta di σi = q̂i oppure σi = p̂i tale che il minore n × n della matrice formata
dei vettori ui rispetto alle componenti σi è non nullo.
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Dimostro il teorema per la matrice JV ; la tesi è valida perché V è nullo se e solo se lo è JV .
Usando il teorema precedente, esiste Π sottospazio nullo coordinato generato da σ̂i, i =
1, . . . n, tale che V ⊗ Π = R2n. Sia ora z ∈ JV . Esistono v ∈ V e w ∈ Π tale che

z = v + w

Indico con PW il proiettore ortogonale sul sottospazio W . Poiché z ∈ JV e v ∈ V , si ha che
v = −PVw, dunque

z = w − PVw

Si noti che l'operatore I−PV de�nito su Π è iniettivo, altrimenti esisterebbe un w non nullo
tale che

w = PVw

ma allora w ∈ V ∩ Π. Dunque w→ w − PVw è una biiezione tra Π e JV .
Proiettiamo la relazione trovata su Π, con PΠ:

PΠz = w − PΠPVw

Mostriamo che anche questa è iniettiva. Se così non fosse, esisterebbe w non nullo tale che

w = PΠPVw

ma questo è possibile se e solo se w ∈ V ∩ Π, cioè se w è nullo.
Poiché PΠ è iniettiva da JV a Π, se wi sono vettori linearmente indipendenti che generano
JV , allora il minore che corrisponde alle coordinate di Π ha determinante non nullo (lascio
questo dettaglio al lettore).

Un risultato più debole ma più semplice da dimostrare è il seguente.

Teorema 5.4. Siano {ui}ni=1 indipendenti e antiortogonali. Esiste una trasformazione ca-
nonica lineare di nuove variabili q̃i, p̃i tali che

JV = span{Jui}ni=1 = {ũ|p̃i = 0 per i = 1, . . . n}

Equivalentemente, JV è il sottospazio n−dimensionale q̃1 . . . q̃n.

Sia {xi}ni=1 una base ortonormale per V = span{ui}ni=1. Ne segue che {Jxi}ni=1 è una base
ortonormale per JV , infatti J conserva il prodotto scalare. Inoltre xi è ortogonale a Jxj
perché V è ortogonale a JV , infatti ui · Juj = 0. Indico con xqi e x

p
i le componenti q e p del

vettore xi. Noto che la condizione di ortonormalità è

δij = xi · xj = xqi · x
q
j + xpi · x

p
j

mentre la condizione di prodotto simplettico nullo è

0 = xi · Jxj = xqi · x
p
j − xpi · x

q
j

Sia ora z = (q1, . . . qn, p1, . . . pn).

p̃i = q · xqi + p · xpi = z · xi
q̃i = q · xpi − p · xqi = z · Jxi
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Questa trasformazione è ortogonale, infatti la matrice che la de�nisce ha come prime n righe
i vettori Jxi e come ultime n righe i vettori xi, e i vettori {xj, Jxi}i,j=1...n sono una base
ortonormale. Calcolo le parentesi di Poisson delle nuove coordinate:

{p̃i, p̃j} = xqi · x
p
i − xpi · x

q
j = 0

{q̃i, q̃j} = −xpi · x
q
i + xqi · x

p
j = 0

{q̃i, p̃j} = xpi · x
p
j − (−xqi ) · x

q
j = δij

La dimostrazione si conclude osservando che JV = {z| ∀i z·xi = 0}ma la condizione z·xi = 0
è esattamente la condizione p̃i = 0.

5.3 Integrabilità locale

Teorema 5.5. Liouville Sia dato un sistema di hamiltoniana H indipendente dal tempo.
Supponiamo che in un intorno di un punto z0 = (q0,p0) esistano n funzioni fi = fi(q,p),
con i = 1, . . . n, tali che

• sono integrali primi del moto, cioè {fi, H} = 0 per ogni i;

• sono in involuzione, cioè {fi, fj} = 0, per ogni i, j;

• sono indipendenti, cioè la matrice (∂zf1 . . . ∂zfn) ha rango n in un intorno di z0

Indicando con f il vettore formato da queste n funzioni f = (f1 . . . fn), esiste una funzione
h = h(f) tale che in un intorno di z0

H(q,p) = h(f(q,p))

e una trasformazione canonica che ha f come nuovi impulsi. Nelle nuove coordinate (q̃, f) il
moto è ricondotto alle quadrature:

q̃(t) = q̃(0) + t ∂fh(f)

con f e ∂fh(f) vettori costanti.

Assumeremo inizialmente che in un intorno di z0

det ∂pf 6= 0

(si ricordi che per ipotesi c'è un minore n × n con determinante non nullo della matrice
∂zf , che però potrebbe non essere ∂pf). Da questa ipotesi, usando il teorema della funzione
implicita, segue che è possibile esprimere le p in funzione delle q e delle f . Esiste, cioè, una
funzione g = g(q, f) tale che

g(q, f(q,p)) = p

Di�erenziando in p e in q si ha che

∂fg ∂pf = I

∂qg + ∂fg ∂qf = 0

Usando la prima nella seconda, si ottiene

∂qg = − ∂pf−1 ∂qf = 0 (5.1)
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La condizione di involuzione implica che la forma di�erenziale

g(f ,q) · dq

è chiusa. La condizione di chiusura, infatti, equivale a

∂qg = ∂qg
t (5.2)

Usando la (5.1) si ottiene che la (5.2) è equivalente a

∂pf
−1 ∂qf = ∂qf

t (∂pf
t)−1

che, moltiplicando a sinistra per ∂pf e a destra per ∂pf t, è equivalente a

∂qf ∂pf
t = ∂pf ∂qf

t

L'elemento di matrice ij del membro di sinista è ∂qfi · ∂pfj, quello del membro di sinistra è
∂pfi · ∂qfj, dunque la condizione è equivalente a {fi, fj} = 0 per ogni i e j.

La chiusura della forma g · dq permette di de�nire, localmente, la sua primitiva

S(q, f) =

∫ q

q0

g(q, f) · dq

dove l'integrale è esteso a un qualunque cammino intorno a z0 che parte da q0 e arriva in q.
Si noti che stiamo in pratica de�nendo

S(q, f) =

∫ q

q0

p · dq

dove p diventano funzioni delle q, �ssando le f . Per de�nizione,

∂qS = g e ∂2
f ,qS = ∂fg = ∂pf

−1

che sono tutte matrici non singolari per le ipotesi fatte. Dunque S de�nisce una trasforma-
zione canonica, attraverso

p = g(q, f)

q̃ = ∂fS(q, f)

dove le nuove coordinate sono le q̃, mentre i nuovi impulsi sono gli integrali primi f . Sia
H̃ = H̃(q̃, f) l'hamiltoniana nelle nuove variabili. Scriviamo nelle nuove variabili il fatto che
fi sono integrali primi:

0 = {H̃, fi} = ∂q̃iH̃

Ma allora H̃ non dipende dalle nuove coordinate q̃, cioè H̃ è funzione solo dei nuovi impulsi.
Ne segue la banalità del moto in q̃:

˙̃q = ∂fH̃(f)

e il membro di destra non dipende dal tempo.

Dimostro ora che posso rimuovere l'ipotesi che il minore non singolare della matrice delle
derivate delle fi sia proprio quello che si ottiene derivando negli impulsi pj.
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Teorema 5.6. Siano {fi}ni=1 integrali primi indipendenti e in involuzione in un intorno di
un punto z0. Intorno a z0 esiste una trasformazione canonica tale che ∂p̃f ha determinante
non nullo.

Senza mancare di generalità, assumo z0 = 0. Indico con

M = {z| fi(z) = fi(0), i = 1, . . . }

l'insieme che si ottiene �ssando i valori delle fi al valore che assumo in 0. Intorno a 0, M
è una varietà di�erenziabile. Siano ui = ∂zfi(0). Per le ipotesi sulle fi, questi vettori sono
linearmente indipendenti e hanno prodotto simplettico nullo. Noto che lo spazio V generato
da ui è il sottospazio n−dimensionale ortogonale a M in 0, mentre lo spazio JV generato
da Jui è il sottospazio n−dimensionale tangente a M in 0.
Per i risultati del paragrafo dedicato alla geometria simplettica, esiste una trasformazione
lineare ortogonale e simplettica tale che lo spazio tangente in 0 è descritto da p̃i = 0,
per i = 1 . . . n. Poiché questo spazio è generato anche dalle J ∂z̃fi, ne segue che ∂q̃f è la
matrice nulla. Ma allora la condizione di indipendenza dei gradienti delle fi è esattamente
la condizione di non singolarità di ∂p̃f .

Questo teorema permette di concludere che il teorema di integrabilità locale vale sotto
l'ipotesi generale che ∂zf abbia rango n.

Come corollario, vale il seguente teorema generale.

Teorema 5.7. Non esistenza di n+1 funzioni indipendenti in involuzione Se fi sono
n funzioni indipendenti in involuzione e g è una funzione in involuzione con le fi, allora g
è funzione di f1, . . . fn.

Infatti, il sistema di hamiltoniana g con gli n integrali primi in involuzione fi è localmente
integrabile, e dunque, come dimostrato sopra, g è funzione delle fi.

5.4 Integrabilità globale

Teorema 5.8. Arnold-Liouville

Nelle ipotesi del teorema precedente, supponiamo che date le costanti ci, i = 1, . . . n la varietà
n−dimensionale

Mc = {z| fi(z) = ci, i = 1, . . . }

sia connessa e compatta e lo jacobiano ∂zf sia di rango n in tutti i punti della varietà Mc.
Si noti che Mc è invariante per il moto, poiché le fi sono costanti del moto.
Allora:

• Mc è di�eomorfa a un toro n-dimensionale.

• su Mc si possono scegliere n variabili angolari ϑi ∈ [0, 2π]

• in queste variabili il moto è dato da

ϑ(t) = ϑ(0) + tω

dove ω è un vettore costante (vettore delle frequenze)
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In questo moto sul toro, ogni variabile ϑi si muove con velocità uniforme, e torna al valore
iniziale dopo un periodo Ti = 2π/ωi. Per questo fatto prende il nome di moto quasi

periodico sul toro.

Il punto chiave è considerare i �ussi Ψt
i di hamiltoniana fi. Poiché le fi sono in involuzione,

la varietà Mc è invariante anche per questi �ussi. Inoltre, sempre per l'involuzione, i �ussi
commutano. Sia ora z ∈Mc, e consideriamo la mappa

Ψs1s2...sn(z) = Ψs1
1 ◦Ψsn

n (z)

Noto che
∂siΨ

s = J ∂zfi(Ψ
s)

infatti, poiché i �ussi commutano, posso far agire Ψsi
i per ultimo, e la sua derivata è proprio

J ∂zfi calcolato sul �usso.
Dunque per valori su�cientemente vicini a 0, s = (s1, s2, . . . sn) è un sistema di coordinate
locali per Mc intorno a x, infatti i vettori J ∂zfi sono una base per lo spazio tangente a Mc

(per l'indipendenza delle fi).
Diamo alcune proprietà per Ψs.
Rapporto con il �usso Φt di hamiltoniana H Vale

Φt = Ψt ∂fH

Infatti, per l'integrabilità locale H è funzione delle sole f , dunque il vettore ∂fH dipende
solo da f , ed è dunque costate su Mc. Derivo in t. A sinistra ho

∂tΦ
t(z) = J ∂zH|Φt(z) =

∑
j

∂fiHJ ∂fj

∣∣∣∣∣
Φt(z)

A destra ho

∂tΨ
t ∂fH(z) =

∑
j

∂fiHJ ∂fj

∣∣∣∣∣
Ψt ∂fH(z)

Dunque i due �ussi veri�cano la stesso sistema di equazioni di�erenziali.

Suriettività di Ψs(z0) Sia z(λ) una curva regolare che unisce z0 a un punto z ∈Mc. Allora
esiste s(λ) tale che Ψs(λ) = z(λ).
Infatti, siano ai(λ) tali che ∑

i

ai(λ)J ∂zfi(z(λ)) = ∂λz(λ)

(il vettore a esiste perché ∂λz(λ) è tangente a Mc un z(λ) e i vettori {J ∂zfi(z(λ))}ni=1 sono
una base dello spazio tantente in z(λ). Sia s(λ) soluzione del sistema di�erenziale

∂λs(λ) = a(λ)

s(0) = 0

Ne segue che
Ψs(λ) = z(λ)
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(lo si dimostri per esercizio, in modo analogo al punto precedente).

Non iniettività di Ψs(z0)
Poiché Mc è compatta, Ψs(z0) non può essere iniettiva. Dunque esistono s1 6= s2 tali che
Ψs1(z0) = Ψs2(z0) Ma allora per la proprità di �usso, se s0 = s1 − s2

Ψs0(z0) = z0

cioè esiste s0 non nullo per cui z0 è un punto �sso di Ψs0 . Poichè per ogni z esiste s tale che
z = Ψs(z0), ne segue che

z = Ψs(z0) = Ψs(Ψs0(z0) = Ψs0(Ψs(vez0) = Ψs(z)

Quindi è non vuoto l'insieme

G = {s ∈ Rn : Ψs(x) = x ∀x}

G è un sottogruppo discreto di Rn

È facile veri�care che G è un sottogruppo di Rn rispetto alla somma vettoriale. Mostriamo
che G è un sottogruppo discreto di Rn, cioè esiste r > 0 tale che se s ∈ G e |s| < r allora
s = 0 (da cui segue, per la proprietà di gruppo, che due punti di G diversi distano più di r).
Infatti, sia sk → 0, con sk ∈ G. Poiché

z = Ψsk(z) = z +
∑
i

ski J ∂zfi(z) +O(|sk|2)

sia ha che ∑
i

ski
|sk|

J ∂z = O(|sk|)

Per sottosequenze sk/|sk converge a un versore v, e dunque, passando al limite nell'espres-
sione precedente, si ottiene una combinazione lineare nulla a coe�cienti non nulli dei vettori
J ∂zfi(z), in contraddizione con l'indipendenza.

G è generato da n vettori indipendenti di Rn

Poiché G è un sottogruppo discreto di Rn. esistono m ≤ n vettori linearmente indipendenti
vi ∈ Rn, tali che

G =

{
m∑
i=1

kivi| ki ∈ Z

}
(non dimostro questo punto, facile ma un po' lungo, vedi Arnold). Siano inoltre vm+1 . . .vn
una base per l'ortogonale allo spazio generato da di v1 . . .vm. Considero ora l'applicazione
lineare

(ϑ1 . . . ϑn)→ s(ϑ) =
1

2π

n∑
i=1

ϑivi

Per costruzione
Ψs(ϑ)

è un di�eomor�smo tra Sm×Rn−m e Mc, dove S è la circonferenza unitaria. Ma, poiché Mc

è compatta, m = n e Mc è di�eomorfa al toro n−dimensionale.
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Studiamo il moto di hamiltoniana H nelle variabili angolari ϑ de�nite in termini di s. Ho già
provato che nelle variabili si il moto avviene a velocità costante ∂fiH(f). Poiché la relazione
tra le variabili s e le variabili ϑ è lineare, anche nelle variabili ϑ il moto avviene a velocità
costante, cioè esistono ωi = ωi(f) tali che

ϑi(t) = ϑi(0) + tωi

5.5 Moti quasi periodici

Consideriamo un moto quasi periodico sul toro S × S × . . . S = S×n, dato da

ϑ(t) = ϑ(0) + tω

Le frequenze ω si dicono razionalmente indipendenti se, per ogni w ∈ Zn non nullo,
(ogni componente di w è un intero) allora

ω ·w 6= 0

Equivalentemente, se ω ·w = 0 e w ∈ Zn, allora w = 0. Si noti che queste de�nizioni non
cambiano se si considerano combinazioni lineari a coe�cienti razionali invece che interi.

Descriviamo le proprietà di questi moti, considerando prima il caso bidimensionale.

Teorema 5.9. Moti quasi periodici su S×2

Il moto è periodico se e solo se le due �pulsazioni� ω1 e ω2 sono razionalmente dipendenti.
In caso contrario, il moto è denso su ×2.

Se c'é almeno un ωi nullo, il moto è periodico e le frequenze sono banalmente razionalmente
dipendenti. Siano dunque entrambe non nulle. Il moto nella variabile ϑi è periodico di
periodo Ti = 2π/ωi, dunque il moto è periodico se e solo se T1 e T2 hanno rapporto razionale.
Ma questo è vero se e solo se le due pulsazioni sono razionalmente dipendenti. Se questo non
accade, consideriamo due intersezioni successive della traiettoria con l'asse ϑ1 = 0. Il valore
di ϑ2 cambia di T1ω2 = 2πω2/ω1 = α che è un numero che ha un rapporto irrazionale con
2π. Il sistema dinamico discreto su S de�nito da Ψkϑ = ϑ+ kα prende il nome di anello di
Jacobi. Se α ha rapporto razionale con 2π, il sistema è periodico. In caso contrario, l'insieme
{Ψk(ϑ)}k∈N è denso. Infatti, tra gli m punti (distinti) che si ottengono per k = 1 . . .m ce ne
sono almeno due che distano 2π/m, siano essi Ψk+h(ϑ) e Ψk(ϑ) con h > 0. Ma allora Ψh(ϑ)
dista da ϑ meno di 2π/m e dunque iterando Ψh si ricopre S1 con punti che disitano meno di
2π/m. Per l'arbitrarietà di m segue la tesi.
Dalla densità del moto in ϑ2 segue facilmente la densità del moto in S2.

Consideriamo il caso n dimensionale.

Teorema 5.10. Moto quasi periodico su S×n

• Se le pulsazioni sono razionalmente indipendenti, la funzione t→ ϑ(0)+ tω è iniettiva
e il moto è denso sul toro.

• Se invece le pulsazioni sono razionalmente dipendenti, sia m il massimo numero di
pulsazioni razionalmente indipendenti. Allora il moto risulta denso su una sottovarietà
di�eomorfa a un toro di dimensione m.
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• In particolare, se m = 1, esiste ν ∈ R e esistono n interi ki tali che ωi = kiν; in
tal caso il moto è periodico e infatti ricopre un toro unidimensionale, cioè una varietà
di�eomorfa a una circonferenza.

La terza parte è banale, la seconda non la dimostro. La prima è conseguenza di una proprietà
più forte, che enuncio e di cui qui manca la dimostrazione (la aggiungerò...).

Si de�nisce media spaziale di una funzione f il valore

〈f〉 =
1

2π

n ∫
S×n

f(ϑ) dϑ

Si de�nisce media temporale il valore

lim
T→+∞

∫ T

0

f(ϑ0 + tω) dt

Teorema 5.11. Ergodicità nel caso di pulsazioni razionalmente indipendenti Se
le pulsazioni sono razionalmente indipendenti, allora il moto è ergodico, cioè per ogni f
integrabile secondo Rienmann la sua media spaziale coincide con la media temporale.

Per il �signi�cato� di questo teorema e la dimostrazione (fatte comunque a lezione) leggete
sull'Arnold paragrafo 51, o le dispense di Buttà-Negrini, o le �dispense II� di Caglioti.

Da questo teorema segue facilmente la densità del moto: se così non fosse, esisterebbe in
punto del toro con un suo intorno A che ha intersezione nulla con la traiettoria. Poiché
A è un insieme misurabile secondo Rienmann (infatti X{ϑ ∈ A} è una funzione integrabile
secondo Rienmann) allora |A|/(2π)n deve essere pari alla media temporale. Ma per ipotesi la
traiettoria non passa mai da A, dunque la media temporale è nulla, da cui la contraddizione
che dimostra il teorema.

5.6 Variabili azione-angolo

Nella dimostrazione del teorema di Arnold abbiamo prima considerato come coordinate locali
su Mc i �tempi� si di evoluzione per i �ussi di hamiltoniane fi, e poi abbiamo dimostrato che
esiste un sistema di coordinate angolari ϑi, che si ottiene mediante una trasformazione lineare
degli si, che è biettivo da S×n in Mc. In entrambe queste costruzioni abbiamo considerato
�ssi i valori degli integrali primi. Ora mostreremo che questi cambiamenti di coordinate si
estendono a trasformazioni canoniche.

Teorema 5.12. Le coordinate coniugate agli integrali primi fi sono i tempi si, ovvero

s = ∂fW (q, f)

Do prima una prova locale. Supponiamo che intorno a z0 il minore ∂pf abbia determinante
non nullo. Mostro per prima cosa che le variabili s sono ben de�nite, anche al variare di
f . Sia p0(q0, f) il valore di p tale che (q0,p0) ∈ Mf (che esiste per piccole variazioni di f).
Considero il sistema di coordinate locali s che va da un intorno di 0 ∈ Rn a valori in Mf

de�nite da
Ψs(q0,p0(q0, f))

dove Ψs è la composizione dei �ussi generati dalle hamiltoniane fi.
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SiaW (q, f) =
∫ q

q0
p(q, f)·dq la funzione generatrice che si utilizza nel teorema di integrabilità

locale. Le nuove coordinate sono

∂fW (q, f) =

∫ q

q0

∂fp
t dq

Ora cambio variabile nell'integrale da dq alle variabili ds, con le notazione(
q

p

)
=

(
Qs

Ps

)
= Ψs(q0,p0(q0, f))

Per de�nizione di Ψs

∂sQ
s = ∂fp

t

e dunque
dq = ∂fp

t ds

Ma allora, poiché ∂fp e ∂pf sono una l'inversa dell'altra, si ottiene

∂fW (q, f) =

∫ s(q,f)

0

ds = s(q, f)

Dunque (s, f) sono coordinate canoniche coniugate intorno a un punto per cui ∂pf è non sin-
golare. D'altra parte, come notato nel paragrafo precedente, si possono prima trasformare
simpletticamente q,p in modo che questa condizione sia soddisfatta, e poi ripetere la costru-
zione. Le variabili di arrivo saranno sempre f e s (con i tempi s traslati opportunamente),
perché la loro de�nzione dipende solo da Mf e dal punto di partenza, che non cambia (lascio
i dettagli al lettore).

Le coordinate (s, f) non sono però globalmente de�nibili, perché le s non sono iniettive.
D'altra parte le variabili ϑ sono iniettive, se limitate alla loro periodicità. Ci si chiede
dunque se esitano delle variabili canoniche con ϑ come nuove coordinate. La risposta è si ed
è su�ciente ride�nire gli integrali primi.
Si faccia variare ϑi tra 0 e 2π, tenendo �ssi i valori delle altre variabili ϑj. In questo modo
si descrive una curva γi sul Mf che non è omotopa al punto.

Teorema 5.13. Variabili azione-angolo

Siano

Ii =
1

2π

∫
γi

p · dq

le azioni.
I valori di Ii dipendono solo da f , e non dalle ϑj. Inoltre ∂fI è non singolare. Le coordinate
(ϑ, I) sono ben de�nite in un intorno di Mf e sono canoniche.

Abbiamo dimostrato che la forma p · dq è chiusa su Mf intorno ai punti per cui det ∂pf 6= 0.
D'altra parte dove questa condizione non è soddisfatta, si cambiano simpletticamente va-
riabili in modo che p̃ · dq̃ è chiusa. Ma poiché la trasformazione è simplettica e lineare, la
di�erenza tra queste due forme è esatta, dunque p · dq è chiusa ovunque su Mc (sull'Arnold
c'é una dimostrazione più geometrica e interessante.) Come conseguenza, qualunque defor-
mazione continua della curva γi non modi�ca il valore di Ii. Dunque le Ii sono ben de�nite,
e funzioni delle f .
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Calcoliamo come dipendono dalle f . Passando come abbiamo già fatto all'integrazione delle
detivate in f nelle variabili s,

∂fIi =
1

2π
∂f

∫
γi

p · dq =
1

2π

∫
γi

ds

Poiché

s(ϑ) =
1

2π

n∑
k=1

ϑkvk

per de�nizione delle γi:

∂fIi =
1

(2π)2

∑
k

vk

∫
γi

dϑk =
1

(2π)2

∑
k

vk2πδki =
1

2π
vi.

Poiché i vi sono n vettori linearmente indipendenti, la matrice ∂fI è non singolare su tutta
la varietà. A questo punto, usando come funzione generatrice W (q, f(I)) e ricordando che
∂fW = s, si ottiene facilmente che ∂IW = ϑ.

Esercizio 4. Variabili azione-angolo per i moti unidimensionali

Sia H = 1
2p

2 + V (q), con V (q) strettamente convessa e divergente a ±∞. Sia E l'energia, sia γ la

curva nello spazio delle fasi data dall'equazione H = E. Si mostri che∫
γ
pdq = A(E) = Area racchiusa da γ

La funzione A(E) è crescente in E, dunque invertibile, e I(E) = A(E)/(2π). Dunque

H(I) = A−1(2πI)

Dunque

ω(I) = ∂IH(I) = 2π/A′(E)

e quindi se T (E) = 2π/ω è il periodo del moto di energia E,

T (E) = ∂EA(E)

Esercizio 5. Variabili azione-angolo per l'oscillatore armonico

Sia H = 1
2mp

2 + k
2q

2 l'hamiltoniana di un oscillatore armonico. Si determinino le variabili azione-

angolo, ricordando che l'area di una ellisse di semiassi a e b è πab.

6 Il teorema del ritorno di Poincaré

Tra le principali conseguenze della conservazione della misura per il �usso di fase c'è il
teorema del ritorno di Poincaré, che a�erma che per un �usso a un parametro che conserva
la misura, de�nito su una regione limitata, �quasi ogni� traiettoria ritorna arbitrariamente
vicina al suo dato iniziale.
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Teorema 6.1. teorema del ritorno I.

Sia Φ una biezione su Ω, insieme di misura limitata, misurabile con inversa misurabile, e
che conserva la misura1, cioè per ogni misurabile A ⊂ Ω |Φ−1(A)| = |A| = |Φ(A)|.
Sia A un sottoinsieme misurabile di Ω, allora, per ogni k ∈ N esiste n ≥ k tale che

|A ∩ Φn(A)| > 0

e dunque l'interesezione è non vuota. In particolare, esiste x ∈ A tale che Φn(x) ∈ A.

Dimostrazione. De�nisco Ψ = Φk. Anche Ψ è biettiva e conserva la misura. Considero la
sequenza di sottoinsiemi {Ψh(A)}h≥0. Se le loro intersezioni avessero misura nulla si avrebbe

|Ω| ≥ |
⋃
h

Ψh(A)| =
∑
h

|Ψh(A)| =
∑
h

|A| = +∞

che è assurdo poiché Ω è limitato. Dunque esiste h ≥ 0 ed esiste m ≥ 1 tali che

Ψh(A) ∩Ψh+m(A) 6= ∅

e ha misura non nulla. Poiché Ψ è biiettiva, ne segue che

A ∩Ψm(A) 6= ∅

In termini di Φ, questa relazione si legge

A ∩ Φmk 6= ∅

Scegliendo n = mk ≥ k si ottiene la tesi.

Un corollario di questo teorema è il seguente, che vale se Φ è un omeomor�smo. Sia ε > 0;
dirò che x è un punto che ε−ritorna se per ogni k ∈ N, esiste n > k tale che |Φn(x)−x| < ε.

Teorema 6.2. teorema del ritorno II L'insieme dei punti che non ε−ritornano ha misura
nulla.

Dimostrazione. Sia Nε l'insieme dei punti che non ε−ritornano, cioè

Nε = {x| |Φk(x)− x| ≥ ε de�nitivamente in k} =
⋃
k≥1

Nk
ε

dove
Nk
ε = {x| ∀n ≥ k |Φn(x)− x| ≥ ε} =

⋂
n≥k

Ñn
ε

con
Ñn
ε = {x| |Φn(x)− x| ≥ ε}

Ñn
ε è un chiuso, dunque è misurabile e dunque sono misurabili anche Nk

ε e Nε.
Dimostro che Nk

ε ha misura nulla. Posso ricoprire Ω con una quantità al più numerabile di
palle B1, B2, . . . di raggio ε/2. Sia A = Bi ∩ Nk

ε , che è misurabile. Se per assurdo avesse

1La condizione di conservazione della misura si esprime in genere sugli osservabili, ed è
∫
α(Φ(x)) dx =∫

α(x) dx, per ogni funzione test α. È facile vedere che questa condizione è equivalente a |Φ−1(A)| = |A| per
ogni misurabile A
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misura positiva, per il terema di Poincaré esisterebbe n > k tale che Φn(A) ∩ A avrebbe
misura positiva. Ma allora esisterebbero x,y ∈ A tali che x = Ψn(y) e dunque

|y −Ψn(y)| = |y − x| < ε

perchè x,y ∈ A ⊂ Bi. Ma alloraBi∩Nk
ε ha misura nulla per ogni i. Usando la σ−subadditività

della misura di Lebesgue

Nk
ε =

⋃
i

Bi ∩Nk
ε ⇒ |Nk

ε | ≤
∑
i

|Bi ∩Nk
ε | = 0

Di nuovo usando la σ−subadditività

Nε =
⋃
k

Nk
ε ⇒ |Nε| ≤

∑
k

| ∩Nk
ε | = 0

Per esercizio, si veri�chi se anche questo teorema vale sotto l'ipotesi di sola misurabilità per
Φ e la sua inversa (cioè rimuovendo l'ipotesi di continuità).

In�ne, si può provare la seguente a�ermazione più forte. Dirò che x ∈ Ω ritorna se

∀ε > 0, ∀k ∈ N, ∃n ≥ k tale che |Φn(x)− x| < ε

Detto in parole, x ritorna se ε−ritorna per ogni ε, ovvero se la triettoria che parte da x torna
in�nite volte arbitrariamente vicino a x.

Teorema 6.3. teorema del ritorno II

L'insieme dei punti che non ritornano ha misura nulla.

Se il punto x ritorna, allora 1/n-ritorna per ogni n ∈ N positivo. Dunque l'insieme dei
punti che ritornano è l'intersezione per n ≥ 1 degli insiemi dei punti che 1/n-ritornano. Il
complementare è l'insieme dei punti che non ritornano, ed è dunque l'unione per n ≥ 1
dell'insieme dei punti che non 1/n-ritornano. Poiché questi insiemi hanno misura nulla, la
loro unione numerabile ha misura nulla.

Per commenti sui paradossi del teorema del ritorno vedi le dispense di Buttà�Negrini. È
da notare, comunque, che lo studio delle propietà a tempi lunghi dei sistemi conservativi
(hamiltoniani) sono l'inizio dello studio che porta alla descrizione dei sistemi mediante la
Maccanica Statistica (parola chiave ipotesi ergodica), ma non dirò nulla in merito.
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7 Breve introduzione alle equazioni cinetiche

7.1 Dall'equazione di Liouville alla gerarchia

L'equazione di Liouville permette di provare a ridurre le variabili con cui descrivere un
sistema di N particelle interagenti, con N molto grande (nei sistemi reali N è dell'ordine del
numero di Avogardo).
Considero un sistema di particelle interagenti a coppie con una forza di potenziale U(x):

ẋi = vi

v̇i = Fi =
∑
j 6=i

F(xi − xj) = −
∑
j 6=i

∂xU(xi − xj) (7.1)

Nei casi �sici più interessanti, U è il potenziale graviatazionale (attrattivo) o il potenziale
coulombiano repulsivo, o un potenziale �empirico� di interazione molecolare come quello di
Lennard-Jones.
L'equazione di Liouville coincide con l'equazione del trasporto e si scrive

∂tf
N +

N∑
1

vi · ∂xifN +
N∑
1

Fi ∂vif
N = 0

(ricordo che in questo caso posizioni e velocità sono variabili canoniche coniugate; ma anche
in caso di massa diversa da 1 il sistema rimane a divergenza nulla e l'equazione di Liouville
coincide con l'equazione del trasporto).

In vista del fatto che vogliamo descrivere il comportamemto collettivo del sistema, assumiamo
che fN sia invariante per scambio di indici di particelle; in questo modo fN non distingue
una particella dall'altra. Scriviamo l'equazione per la marginale a una particella. Indico
con xnk = (xk,xk+1, . . .xn) e uso l'analoga notazione vnk . Per de�nizione, la marginale a k
particelle è

fNk (xk1,v
k
1) =

∫
fN(xN1 ,v

N
1 ) dxNk+1v

N
k+1

Integrando l'equazione in xN2 , v
N
2 si ottiene

∂tf
N
1 + v1 · ∂x1fN1 + (N − 1)

∫
F (x1 − x2) ∂v1f

N
2 (x1,x2,v1,v2) dx2 dv2 = 0.

Come si vede, non è un'equazione chiusa per fN1 , perché coinvolge fN2 . L'equazione che si
ottiene per fN2 coinvolge fN3 , etc.. Si ottiene in questo modo una gerarchia di equazioni, detta
gerarchia BBGKY (da Bogoliubov e altri quattro che l'hanno ricavata indipendentemente).
L'ultima equazione è l'equazione di Liuovulle, che invece è un'equazione chiusa.
La speranza di ottenere una descrizione ridotta del sistema, cioè un'equazione chiusa in f1,
è legata alla possibiltià di soddesfare i due seguenti aspetti:

• l'ultimo termine deve essere di ordine O(N0)

• f2(x1,x2,v1,v2) deve potersi scrivere in termini di f1.
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Quest'ultima condizione si veri�ca nel caso di particelle indipendentemente e identicamente
distribuite, perché in tal caso f2 si fattorizza in f1(x1,v1)f1(x2,v2). Però assumere che il
dato iniziale è fattorizzato, cioè che fN(xN1 ,v

N
1 , 0) =

∏N
i=1 f(xi,vi, 0) non è su�ciente: ogni

urto crea correlazione tra le particelle che urtano. Infatti si può feri�care immediatamente
che l'equazione di Liouville non ammette soluzioni fattorizzate.

Mandando N → +∞, ci si riesce sostanzialmente in due casi.

• Limite di bassa densità. La forza agisce su una scala spaziale ε, e N diverge in
modo che Nε2 = λ. Visto nella scala delle particelle, il numero di particelle per unità
di volume va a 0 (per questo si chiama bassa densità). Visto nella scala originale,
l'interazione delle particelle è via via più improbabile per ε → 0. Si può mostrare
facilmente che, nel limite, una particella fa un numero di urti di ordine 1 in un tempo
di ordine 1. Questa rarità degli urti permette alla gerarchia che si ottiene nel limite di
essere risolta da distribuzioni fattorizzate. In questo caso, l'equazione che si ottiene per
la f1 è un'equazione integro-di�erenziale, che prende il nome di equazione di Boltzmann.

• Limite di campo medio, di cui parlo qui più di�usamente.

7.2 L'equazione di Vlasov

Nel cosiddetto limite di campo medio, si assume che l'intensità dell'interazione sia di ordine
1/N , dunque il sistema di particelle viene modi�cato in

ẋi = vi

v̇i = Fi =
1

N

∑
j 6=i

F(xi − xj) = − 1

N

∑
j 6=i

∂xU(xi − xj)
(7.2)

Nel limite N → +∞, la correlazione che si crea tra una particella e l'altra sarà di ordine
1/N , dunque ci si può aspettare che la gerarchia limite supporti soluzioni fattorizzate (cioè
nel limite le particelle sono indipendenti). D'altra parte il contributo totale delle interazioni
è di ordine 1, dunque l'equazione per la marginale a una particiella sarà non banale.
L'equazione per fN1 è infatti

∂tf
N
1 + v1 · ∂x1fN1 + (N − 1)

1

N

∫
F (x1 − x2) ∂v1f

N
2 (x1,x2,v1,v2) dx2 dv2 = 0.

Supponendo che nel limite fN1 → f e che fN2 (x1,x2,v1,v2) → f(x1,v1)f(x2,v2) si ottiene
l'equazione di campo medio, che chiamerò un po' imropriamente equazione di Vlasov:

∂tf(x,v) + v · ∂xf(x,v) +

(∫
F (x− y)f(y,w) dy dw

)
· ∂vf(x,v) = 0.

De�nisco

F [f ](x) =

∫
F (x− y)f(y,w) dy dw

che è il campo di forza generato da tutte le particelle, calcolato nel punto x. In termini di
questo campo, l'equazione di Vlasov è l'equazione di Liouville per il �usso a una particella{

Ẋt = Vt

V̇t = F [ft](Xt)
(7.3)
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dove ho messo in evidenza la dipendenza da t di f , per sottolineare che non si tratta
di un sistema autonomo. La soluzione dell'equazione di Liouville in forma debole è data
dall'uguaglianza∫

φ(x,v)ft(x,v) dx dv =

∫
φ(Xt(x,v),Vt(x,v))f0(x,v) dx dv. (7.4)

La coppia di equazioni (7.3), (7.4) costituisce una formulazione debole per l'equazione di
Vlasov, e va le letta in questo senso: la soluzione dell'equazione di Liouville è data dal
trasporto del dato inziale lungo il �usso generato dalla soluzione stessa. Per dare sostanza a
questa a�ermazione, osservo intanto che la soluzione della (7.4) ha in genere senso per misure
(di probabilità), se il �usso è ben de�nito. Si tratta dunque di stabile sotto quali condizioni
il �usso è ben de�nito.

Lemma 7.1 (Proprietà del campo). Sia U un potenziale regolare limitato a supporto com-
patto; sia F = − ∂xU e sia M il massimo di F e ` la sua costante di Lipschitz. Sia µ una
misura di probabilità.

|F [µ](x)| ≤M, |F [µ](x)−F [µ](y)| ≤ `|x− y|.

La dimostrazione è elementare e la ometto. Questo lemma assicura che data ft non ci sono
problemi nella de�nizione del �usso, a parte eventualmente la continuità in t del campo.

Si può dunque sperare di ottenere un risultato di esistenza e unicità per le soluzioni nella
formulazione debole data sopra, nella classe delle misure. Per lavorare in questa classe è utile
de�nire la distanza di Kantorvich-Rubistein, anche detta Wasserstein-1.

7.3 La distanza di Wasserstein

De�nizione

Date due misure di probabilità µ e ν, la loro distanza di Wasserstein-1 è

W1(µ, ν) = inf
P∈Γ(µ,ν)

∫
|x− y|P (dx, dy)

dove Γ(µ, ν) è l'insieme delle misure congiunte di µ e ν, cioè delle misure P sullo spazio
prodotto che hanno µ e ν come marginali. Il seguente teorema, la cui dimostrazione eccede
gli scopi di questo corso, mostra l'utilità di questa nozione.

Teorema 7.1. Sia Ω un dominio limitato di Rn. SiaM l'insieme delle misure di probabilità
su Ω. Allora W1 è una metrica suM, eM è un compatto con tale metrica.
Inoltre W1 metrizza la convergenza debole nel senso delle misure, cioè

µn ⇀ µ ⇐⇒ W1(µn, µ)→ 0.

Ricordo che µn ⇀ µ per de�nizione se e solo se per ogni φ(x) continua a supporto compatto
si ha ∫

φ(x)µn(dx)→
∫
φ(x)µ(dx).

Per esercizio potete dimostrare che la convergenza in distanza di Wasserstein implica la
convergenza debole, passando dalle funzioni lipschitziane e poi procendendo per densità
delle funzioni lipschitziane nelle funzioni continue in norma uniforme.
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Faccio ora un esempio per chiarire il senso di questa distanza, considerando il caso di due
distribuzioni singolari: 

µ(dx) =
1

n

n∑
1

δ(x− xi) dx

ν(dx) =
1

n

n∑
1

δ(x− yi) dx

dove i punti xi sono distinti tra loro, e i punti yi sono distinti tra loro. Qualunque distribu-
zione congiunta P di µ e di ν, ha necessariamente supporto sugli n2 punti {(xi,yj)}i,j (lo si
provi per esercizio). Dunque

P (dx, dy) =
1

n

∑
i,j

aijδ(x− xi)δ(y − yi) dx dy

con aij ≥ 0 e ∑
i

aij = 1 =
∑
j

aij

condizione che si ottiene imponendo che P sia una distribuzione congiunta. In pratica, la
delta in x1, viene �frantumata� in n porzioni, di masse a1j, e la massa a1j viene associata
alla posizione yj. Si può pesare che la scelta degli aij sia un modo per trasportare µ in ν.
Il corrispondene valore del funzionale è

1

n

∑
ij

aij|xi − yj|

e viene interpretato come costo associato al trasporto descritto da P attraverso la matrice
a. Quindi la distanza W1 tra µ e ν è il minimo costo che bisogna pagare per trasportare µ
in ν. Si dimostra abbastanza facilmente che

inf
aij

∑
ij

aij|xi − yj| = min
π

∑
i

|xi − yπi |

dove π è una permutazione degli indici. In pratica, il modo migliore ti trapsortare n masse
puntiformi uguali in n masse puntiformi uguali, si ottiene associano una e una sola massa
iniziale a una e una sola massa �nale.
Questo problema discreto si incontra in molti campi della matematica, per esempio in otti-
mizzazione combinatoria, e a vlte ha il nome di problema del matching bipartito, perché si
vuole trovare il migliore accoppiamento di due sequenze di n punti, rispetto alla distanza. È
risolubile numericamene con il cosiddetto algoritmo ungherese, con complessità polinomiale.
Nel contesto del trasporto di massa, questo problema prende il nome di problema di Monge.
Si può formulare anche al continuo, restringendo la ricerca della distribuzione congiunta P
che garantisce il minimo costo, a quelle che si ottdengono associando le misure attraverso
una mappa nello spazio (in pratica un cambio di variabili). Il problema di trovare l'estremo
inferiore sulle generiche distribuzioni congiunte è invece il problema del trasporto di massa
nella formulazione di Kantorowich, che è più generale, ma si riduce al problema di Monge
tranne che nei casi di misure con di�erenti tipi di singolarità.

58



7.4 Costruzione delle soluzioni

A questo punto abbiamo gli strumenti per costruire le soluzioni dell'equazione di Vlasov. Lo
faremo in parte attraverso due lemmi; il primo che assicura che data ft possiamo costruire un
�usso con buone proprietà, il secondo che assicura che dato un �usso possiamo trasportare
f0 in ft in modo da soddisfare le ipotesi che permettono di costruire il �usso. In�ne, dovremo
mettere insieme questi due aspetti.

Introduco una nuova notazione. Chiamo Zft (z) = (Xf
t (x,v),Vf

t (x,v)) il �usso generato
dalla densità di probablità f (anche dipendente dal tempo), di dato inziale x = (x,v).

Lemma 7.2 (Dipendenza del �usso dalla distribuzione). Siano ft e gt due famiglie di misure
di probabilità, con t ∈ [0, T ], con i supporti tutti contenuti in un chiuso limitato B. Siano
inoltre debolmente continua in t, cioè W1(ft, fs), W1(gt, gs),→ 0 se s→ t.
Allora F [ft] e F [gt] sono funzioni continue in t, i corrispondenti �ussi sono ben de�niti, e
vale

|Zft (z1)− Zgt (z2)| ≤ eLt
(
|z1 − z2|+ L

∫ t

0

dsW1(fs, gs)

)
. (7.5)

per un'opportuna costante L.

Dimostro la (7.5). L'a�ermazione sulla continuità in t di F [ft] si prova usando gli stessi
argomenti, e la ometto. Scrivo in due �ussi in forma intergrale, indicando il campo nella
coppia di variabili con

K[ft](z) = (y,F [ft](x)).

Zft (z1) = z1 +

∫ t

0

dsK[ft](Z
f
s (z1))

Zgt (z2) = z2 +

∫ t

0

dsK[gt](Z
g
s(z2))

Sottraendo

|Zft (z1)− Zft (z2)| ≤ |z1 − z2|+
∫ t

0

ds|K[fs](Z
f
s (z1))−K[gs](Z

g
s(z2))|

Per stimare l'ultimo termine, sommo e sottraggo il campo generato da ft ma calcolato nel
�usso generato da g, ottenendo i due termini

(1) = |K[fs](Z
f
s (z1))−K[fs](Z

g
s(z2))|

(2) = |K[fs](Z
g
s(z2))−K[gs](Z

g
s(z2))|

Il primo termine si stima semplicemente usando la lipschitzianità del campo K, con una
costante di Lipschitz L che dipende dalla costante di Lipschitz di F.

|K[fs](Z
f
s (z1))−K[fs](Z

g
s(z2))| ≤ L|(Zfs (z1))− (Zgs(z2))|

Nel secondo caso si tratta di stimare in z = Zgs(z2) la di�erenza

|K[fs](z)−K[gs](z)| = |F [fs](x)−F [gs])(x)|
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Questa stima è meno immediata, e qui interviene la distanza di Wasserstein.

F [fs](x)−F [gs])(x) =

∫
F(x− y)fs(dx, dv)−

∫
F(x− y)gs(dx, dv)

=

∫
(F(x− y1)− F(x− y2))P (dz1, dz2)

per una qualunque distribuzione congiunta di fs e gs. Si veri�chi questo fatto spezzando
l'integrale e ricordando la de�nizione di distribuzione congiunta.
A questo punto siamo in grado fare la stima passando ai moduli e usando di nuovo la
lipschitzianità di F:

(2) ≤ `

∫
|y1 − y2|P (dz1, dz2) ≤ `

∫
|z1 − z2|P (dz1, dz2)

Passando all'estremo inferiore in P si ottiene

(2) ≤ `W1(fs, gs)

Mettendo insieme le due stime si ha

|Zft (z1)− Zft (z2)| ≤ |z1 − z2|+ L

∫ t

0

dsW1(fs, gs) + L

∫ t

0

ds|Zfs (z1)− Zfs (z2)|

Usando lemma di Gronwall �congelando� la dipendenza temporale del termine in W1, si
ottiene la tesi (dettagli al lettore).

Lemma 7.3 (Dipendenza della distribuzione dal �usso). Sia f0 una distribuzione di pro-
babilità con supporto in un compatto B0. Siano f it , i = 1, 2 le soluzioni per t ∈ [0, T ]
dell'equazione di Liouville di �ussi Zit, generati dai campi di distribuzione git, di dati iniziali
f i0. Le misure f it hanno supporto in un compatto B che dipende solo da T , e sono debolmente
continue in t. Inoltre esistono C > 0 e γ ∈ (0, 1) tali che per T su�cientemente piccolo

sup
t∈[0,T ]

W1(f 1
t , f

2
t ) ≤ CW1(f 1

0 , f
2
0 ) + γ sup

t∈[0,T ]

W1(g1
t , g

2
t ).

Poichè F è limitato daM , è immediato concludere che |Vt(x,v)−v)| ≤Mt, e che |Xt(x,v)−
x)| ≤ Mt2/2. Queste disuguaglianze provano che f it hanno supporto in un opportuno
compatto B.
Sia Pt(dz1, dz2) una distribuzione congiunta di f 1

t e f 2
t . Allora la scrittura∫

φ(Z1
t (z1),Z2

t (z2))P0(dz1, dz2) =

∫
φ(z1, z2)Pt(dz1, dz2)

de�nisce una distribuzione congiunta di f 1
0 e f 2

0 . Analogamente, ogni distribuzione congiunta
di f 1

0 e f 2
0 viene mappata dai due �ussi in una distribuzione congiunta di f 1

t , f
2
t . Dunque,

usando il lemma precedente∫
|z1 − z2|Pt(dz1, dz2) =

∫
|(Z1

t (z1)− Z2
t (z2)|P0(dz1, dz2)

≤ eLt
∫
|z1 − z2|P0(dz1, dz2) + eLt

∫ t

0

W1(g1
t , g

2
t )
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Passando all'estremo inferiore in P0 si conclude che

W1(f 1
t , f

2
t ) ≤ eLtW1(f 1

0 , f
2
0 ) + eLt

∫ t

0

W1(g1
t , g

2
t )

da cui, passando all'estremo superiore in [0, T ] per T su�cientemente piccolo si ottiene la
tesi.

A questo punto è semplice costruire la soluzione.

Teorema 7.2. Data f0 misura di probabilità al tempo 0, l'equazione di Vlasov ammette
un'unica soluzione debole di dato f0 per t ∈ [0,+∞). La soluzione è debolmente continua nel
dato iniziale.

Sia T il tempo determinato nell'ultimo lemma, e sia gt una famiglia di misure di probabilità
a supporto in B e debolmente continua in t, con g0 = f0. Considera la mappa Mt che
associata a g la misura di probabilitàMt(g) soluzione al tempo t di dato iniziale f0 ottenuta
trasportando f0 con il �usso generato da campo determinato da gt. Per il lemma precedente,
Mt è una contrazione, nel senso

sup
t∈[0,T ]

W1(Mt(g
1),Mt(g

2)) ≤ γ sup
t∈[0,T ]

W1(g1
t , g

2
t ),

con γ < 1. Quindi esiste {ft}t∈[0,T ] tale che

Mt(f) = ft,

che dunque risolve l'equazione di Vlasov. È facile mostrare l'unicità e la continuità nel dato
iniziale (esercizio).

7.5 Il limite di campo medio

Teorema 7.3 (Limite di campo medio). Sia (xNi (0),vNi (0)) un dato iniziali per il sistema
(7.1), scelto nel compatto B0, e sia (zNi (t),vNi (t)) la corrispondenti soluzioni. Sia

µNt (dx, dy) =
1

N

N∑
1

δ(x− xNi (t))δ(v − vNi (t)) dx d vey

la misura empirica associata. Sia ft una soluzione regolare dell'equazione di Vlasov. Se
µN0 ⇀ f0 allora µNt ⇀ ft.

La dimostrazione si basa sulla continutà nel dato inziale delle soluzioni deboli dell'equazione
di Vlasov, dopo aver notato che la misura empirica µNt è in e�etti una soluzione debole
dell'equazione di Vlasov.
Lo dimostro. Intanto osservo che se nella (7.4) la funzione φ è di classe C1, derivando (7.4)
nel tempo si ottiene, dopo qualche passaggio che lascio al lettore,

∂t

∫
φ(x,v)ft(dx, dv) =

∫
(v · ∂xφ(x,v) + F [ft](x) · ∂vφ(x,v)) ft(dx, dv) (7.6)

e questa equazione è equivalente alla (7.4) una volta �ssato il dato iniziale f0. In�ne, per
densità, si prova che se vale (7.4) per φ di classe C1 si ottene che vale anche per φ continua.
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Questa equivalenza è utile perché è particolarmente semplice mostrare che la misura empirica
risolve la (7.6). Infatti,

v̇Ni (t) =
1

N

N∑
1

F(xNi (t)− xNj (t)) =

∫
F (xNi (t)− y)µNt (dy, dv) = F [µNt ](xNi (t))

La tesi segue notando che∫
φ(x,v)µNt (dy, dv) =

1

N

N∑
1

φ(xNi (t),vNi (t))

e dunque

∂t

∫
φ(x,v)µNt (dy, dv) =

=
1

N

N∑
1

(
vNi (t) · ∂xφ(xNi (t),vNi (t)) + F [µNt ](xNi ) · ∂vφ(xNi (t),vNi (t))

)
che è esattamente uguale al secondo membro della (7.6) calcolato in µNt .
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