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1 Problemi di Sturm-Liouville

Vedi [S] pag. 357, [CH| pp 291-292, fino formula (19), e vedi anche gli esercizi del primo
paragrafo in [FM].

1.1 Lagrangiane

Consideriamo una corda che puo vibrare nella direzione verticale, che indichiamo con u(z,t),
e di estremi 0 e L. Sia p(x) > 0 la sua densita di massa, Ipotizziamo inoltre che la corda sia
soggetta ad una forza f(x) costante nello spostamento, ma dipendente da x (nel caso della
gravita f(x) = —g), e da un richiamo elastico verso u = 0 di coefficiente di elasticita k(x).
Il sistema cosi descritto ha energia cinetica

: / () By, £))? da

L’energia potenziale della forza esterna f é

—/OL f(z)u(x,t)dx

1 L
— / k(x)u?(z,t) do

2 Jo

Nella modellizzazione delle corde vibranti, ’energia potenziale dovuta all’elasticita viene otte-
nuta ipotizzando la sua dipendenza lineare dalla lunghezza complessiva della corda; assegnata
la tensione 7 agli estremi, tale energia potenziale ¢

7'/0 V14 (Opu(z,t))?

Una eventuale disomogeneita della corda implichera differenti contributi all’energia di diffe-
renti tratti, dunque generalizziamo questa espressione in

/ (2)\/1 + (Opu(z, t))?

Nella descrizione dei moti di una corda vibrante si assume la piccolezza degli spostamenti
intorno all’equilibrio v = 0, che consente di approssimare le equazioni al primo ordine. Ri-
cordo che approssimare le equazioni al primo ordine equivale a considerare ’approssimazione
quadratica della lagrangiana (come esempio potete rifarvi alla teoria delle piccole oscillazio-
ni intorno a un equilibrio, in cui sviluppate al secondo ordine energia cinetica ed energia
potenziale, e ottenete delle equazioni di oscillatori accoppiati).

Dunque considereremo 'approssimazione quadratica del termine di energia elastica, ottenen-

do
1 L
—/ T(x)aru(x,t)Q
2 Jo

Avere individuato tutti i termini dell’energia permette di scrivere la lagrangiana del sistema
che é

quella del richiamo elastico é

g k
L = Llu,u,u'] = / dz (802 SRS fu) (1.1)
; 2" T3 2



Calcoliamo la variazione prima dell’azione, cioé

d

d
—|  Alu+edu] = —
de e=0

T L
/ dt/ daL[u + edu, u' + eou']
e=0 0

Derivando sotto segno di integrale e integrando per parti nel tempo, ipotizzando come sempre
variazioni nulle per t =0 e t =T, si ottiene

dA = / dt/ dz [—ptidu — Tu'ou’ — kudu + fou]

L’ultimo passaggio importante da compiere ¢ l'integrazione per parti per spostare la derivata
spaziale da du’:

T
JA :/ dt [ — 7/ du
0

Fissando u agli estremi u(0,t) = u_ e u(L,t) = uy (condizioni di Dirichlet), il termine di
bordo nello spazio si annulla, infatti deve essere du(z,t) = 0 se x =0, L).

Dunque, imponendo la stazionarieta dell’azione, cioé che d A sia nulla per ogni scelta di du,
si ottengono le equazioni del moto

z=L

L
+/ dz du (—pii + (1) — ku + f)
0

=0

pO2u = O,(T Opu) — ku + f (1.2)

1.2 Condizioni al contorno

Si noti che imporre condizioni non omogenee o anche dipendenti dal tempo, cioé u(0,t) =
u_(t) e u(L,t) = u,(t) non modifica ’equazione del moto. Infatti il calcolo della variazione
prima non cambia, vale sempre du(0,t) = 0 e du(L,t) = 0.

Si hanno condizioni al contorno differenti se si assume l’esistenza di forze che agiscono al
bordo (invece le condizioni di Dirichlet implicano solo l'esistenza di reazioni vincolari al
bordo). Consideriamo dei termini di energia potenziale al bordo, dati da U_(u(0,t)) +
Ui (u(L,t)), che sono le energie potenziali di due forze che agiscono su u nei punti x =0 e
x = L.

In questo caso i termini al bordo della variazione dell’azione diventano

— (L) (L, t)0u(L, t) + 7(0)u' (0, )6u(0, ) — U (u(L, £))du(L, t) — U, (u(0, £))5u(0, t)

(lascio i dettagli al lettore), mentre il termine integrale é lo stesso. Imponendo JA =
per ogni du(x,t) nulla in x = 0 e x = L, si ottengono le equazioni del moto. Perd vanno
annullati anche i termini di bordo. Se non si fissa u al bordo, le funzioni o0u(0,t) e du(L,t)
sono arbitrarie, dunque 'azione é nulla se

—U” (u(0, 1)) = 7(0) ,u(0,t), —U,(u(L,t)) = —7(L) dyu(L, 1)

Nota che questa espressione indica che 7(x)u/(z,t) con x = 0,L ¢ la forza agli estremi
esercitata dalla corda, che deve uguagliare quella esternaﬂ

'Piu correttamente, 7(z)u’(z,t) ¢ una “tensione”, analogo unidimensionale della pressione. In un fluido,
su una superficie ¥ di normale n il fluido esercita, attraverso la pressione p, la forza —p¥Xn. Dato il verso
n parallelo alla corda in z, la corda esercita una forza —7u'n, che cambia segno con n. Per questo motivo,
all’estremo sinistro la forza che esercita la corda ¢ 7u’, mentre all’estremo destro ¢ —7u/’.



L’ipotesi che abbiamo fatto sulle forze al bordo ci ha dato condizioni generali, anche non
lineari, dunque fuori dalla teoria delle piccole oscillazioni. Pero, in assenza delle energie
potenziali U_ e U,, si hanno le condizioni di Neumann omogenee v’ = 0, che indicano
appunto ’assenza di forze al bordo.

Ipotizzando che le forze al bordo siano costanti, cioé che le energie potenziali siano lineari,
U_(u) = g-ue Ug(u) = giu si ottengono le usuali condizioni di Neumann non omogenee.
Se invece consideriamo forze lineari, cioé energie potenziali quadratiche, U_(u) = k_u?/2 e
Uy(u) = kyu?/2, con k_, ky > 0, si ottengono condizioni lineari omogenee dette condizioni
di Robin

7(0) 0,u(0,t) = —k_u(0,t), 7(L)0,u(L,t) =+kyu(L,t)

1.3 La separazione delle variabili e il problema agli autovalori

Considera ’equazione che hai ottenuto nel punto precedente in assenza della forza esterna
f:
p 02U = 0,(T Opu) — ku

Cerchiamo una soluzione per separazione di variabili u(x,t) = A(t)B(z). Ottieni
pAB = A(0,(r 0,B) — kB)

che puo avere soluzioni solo se

AJA =)\

é una costante, e in tal caso
Op(7(2) 02 B(x)) — k() B(x) = Ap(x)B(x) (1.3)

L’equazione per A ha soluzioni e*!, con pulsazione w = v/—\ se \ é negativo. La corrispon-
dente soluzione in B ¢é la forma spaziale dell’oscillazione che produce I’andamento armonico
temporale di pulsazione w (in pratica un suono di frequenza w/(2m)).

Nel caso di p, 7 e k indipendenti da x, B(z) risulta essere una oscillazione armonico, e
imponendo le condizioni al contorno si trova una sequenza numerabile di possibili valori di
A. Queste soluzioni B(x) sono le “armoniche” del sistema.

Nel caso generale si tratta di risolvere il problema agli autovalori, dato dall’equazione ,
detto problema di Sturm-Liouville, in cui B(z) e A sono le incognite. Anche in questo
ci aspettiamo, assegnate le condizioni al bordo, un’infinitd numerabile di autovalori. Dimo-
strare questo fatto richiede un po’ di analisi funzionale (spazi di Hilbert, basi, operatori,
diagonalizzazione degli operatori compatti).

Esercizio 1. Il minimo dell’energia - 1

Considera la sola energia potenziale

L
U _/0 (;T(U/)Q + %ku2 — fu)

nel caso di condizioni di Dirichlet o Neumann omogenee. Nota che & un funzionale limitato dal
basso, dunque ha senso chiedersi qual é il suo minimo.
Qual & I'equazione che deve soddisfare u che realizza il minimo?



Esercizio 2. Il minimo dell’energia - I1

Supponi ora f nulla. Moltiplica per u(z) l’equazione e integrando, dimostra che il minimo &
raggiungo solo per u = 0.

Osserva che se k = 0, nel caso di condizioni di Neumann omogenee esistono soluzioni non banali.
Scrivi l'energia nel caso di condizioni di Robin e mostra che anche in questo caso esistono soluzioni
non banali solo se k =0 = k4.

Esercizio 3. Energia e autovalor:

Uno dei tipici problemi della meccanica quantistica, & la ricerca dello stato fondamentale di
un sistema, cioé quello di energia minima (che corrisponde, in meccanica classica, a uno stato di
equilibrio stabile). Pero in meccanica quantistica lo stato fisico di un sistema ¢ descritto dalla
funzione d’onda, che ¢ una funzione di L? con norma pari ad 1. Dunque il minimo dell’energia va
cercato non tra le funzioni qualunque ma tra quelle con norma L? unitaria. Anticipo inoltre che un
termine del tipo §(u')? ¢ 'energia cinetica del sistema (mentre per una corda ¢ l'energia potenziale
elastica), mentre un termine del tipo [ V(x)|u|? ¢ I'energia potenziale della particella sottoposta a
un potenziale V(z) (mentre nel caso della corda [ k/2|ul? & I'energia potenziale elastica).

Ipotizziamo dunque che U sia ’energia di un sistema quantistico di funzione d’onda w.
Cercare il minimo con il vincolo f u? =1 equivale a cercare i punti stazionari di

U+)\% </u2—1>

dove A ¢é il moltiplicatore di Lagrange.

Scrivi le equazioni di Eulero-Lagrange per il minimo e nota che hai ottenuto esattamente il problema
agli autovalori di Sturm-Liouville.

Moltiplicano per u e integrando, mostra che gli autovalori sono negativi o nulli, e che la corrispon-
dente energia ¢ —\/2. Dunque I'energia minima si ottiene per l’autofunzione che ha 'autovalore di
minimo modulo.

Per &k = 0, mostra che 0 non & autovalore nel caso di condizioni di Dirichlet omogenee o Robin,
mentre lo & nel caso di condizioni di Neumann omogenee.

Ho descritto un modello fisico che porta al problema di Sturm-Liouville, perod questo tipo di
problemi si incontra anche cercando le autofunzioni del laplaciano in particolari geometrie,
dopo aver ridotto il problema ad un caso unidimensionale (vedremo dopo degli esempi).
In questi casi 7 ha un’espressione matematica semplice, ma spesso & nulla al bordo. Ci
chiediamo dunque cosa cambia in questi casi.

Supponiamo che 7(z) si annulli nell’estremo z = L. Calcolando la variazione dell’azione
assumendo u libera al bordo, il termini di bordo dovrebbe essere

7(L)u' (L)du(L)
Imporre du(L) = 0 (cioé condizioni di Dirichlet) é indistinguibile dal porre du(L) arbitrario,
se v/(z)7(x) limitato.
Dunque il principio variazionale sembra indicare che la condizione al contorno da imporre,

nel caso di 7 nullo a un estremo, sia u limitato in quell’estremo. Vedremo in che senso questa
¢ effettivamente la condizione giusta.

Esercizio 4. Autovalori e condiziont al contorno



Considera in [—1, 1] I’'equazione di Sturm-Liouville
(1 —2*)) = —du

Mostra che per A = 0 esistono almeno due soluzioni linearmente indipendenti non nulle, di cui una,
che indicherd con ¢, limitata, e I’altra, ¢; non limitata agli estremi ma con (1 — 22)®/ limitato.
Mostra che per ¢ l’energia elastica € limitata, per ¢; no.

Esercizio 5. Il moto di un’asta sottile *

Il moto vibratorio di un’asta rigida ¢ governato da un’equazione che non ¢ quella delle onde, che si
ottiene assumendo che I’energia potenziale sia proporzionale all’integrale del quadrato della curva-
tura. In tal modo, mentre per una corda elastica i punti con v’ # 0 danno contributo all’energia,
questo non accade per un’asta metallica, dove & necessario che u” # 0.

Assumi che la densita di massa sia costante, e che 'energia potenziale sia 'integrale del quadrato
della curvatura.

e Scrivi la lagrangiana

e Approssima la lagrangiana al 1T ordine

Mostra che ’equazione di Eulero-Lagrange é

U= —u

Quali e quante condizioni al contorno puoi assegnare? Qual ¢ il loro significato fisico?

Trova le armoniche del problema, considerando u e u’ nulle al bordo.

Le pulsazioni di una corda vibrante sono wy = vk, con k intero positivo: Come sono le
pulsazioni dell’asta?

Nelle oscillazioni armoniche wy = vk, il valore w; = v ¢é la fondamentale, i suoi multipli sono le
armoniche. In particolare la prima armonica ¢ ha frequenza doppia, e I’orecchio o il cervello umano
considerano un suono di frequenza doppia uguale all’altro. Le ulteriori armoniche sono le altre note,
e un questo modo le armoniche degli strumenti a corda (uguali a quelle degli strumenti a fiato),
hanno dato origine alla scala naturale, successivamente “temperata”’ dividendo in 23 parti uguali il
logaritmo della frequenza tra due ottave.

Le aste metalliche, hanno solo un sottoinsieme delle frequenze delle corde, e per questo hanno un
“timbro” completamente diverso (il timbro & dato, in prima approssimazione, da come si distribuisce
Penergia nelle armoniche disponibili).

Gli strumenti a percussione piana, invece, non hanno pulsazioni della forma vn con n intero, dunque
danno suoni “non armonici”, che & il motivo per cui ¢ difficile assegnare una “nota” ad un tamburo
(ci si riesce con il timpano, per un’affascinante fenomeno psicoacustico).



2 Spazi di Hilbert

In queste note non riporto definizioni e dimostrazioni elementari sugli spazi di Hilbert, che
ho riassunto a lezione. Si veda su qualunque testo la definizione di prodotto scalare nel caso
reale e nel caso complesso, la definizione di spazio di Hilbert, la disuguaglianza di Cauchy-
Schwartz ([S] parr 6.3-6.4, oppure |G| parr. 5.1-5.2, ma mancano i sistemi ortonormali, Bessel
e lidentita di Parseval, che trovi su [KF| III.4; per il caso complesso vedi |[RS| cap 2 parr
1-4; per richiami su Fourier va bene un qualunque testo, in particolare |[KF]).

Sempre su [S| o su |G|, si trova anche il Teorema della proiezione, che dimostro comunque
anche qui.

Non considerero mai spazi di Hilbert non separabili, e solo spazi di dimensione infinita, se
non esplicitamente indicato.

Do per noto che se 2 C R" ¢ un dominio (cioé un aperto connesso), lo spazio delle funzioni
L? a valori reali ¢ completo nella norma data dal prodotto scalare.

2.1 Prodotto hermitiano

Dato uno spazio vettoriale H sul campo C, un prodotto hermitiano é un prodotto a valori
in C
HxH—C

che a u,v € H associa il numero complesso (u,v) che verifica i seguenti assiomi:

e ¢ lineare nel secondo argomento: per ogni u,vy,vo € He A € C:
(u, vy + vo) = (u,vy) + (u, vy)
(u, Av) = A(u,v)
e lineare coniugato nel primo argomento:
(ug +ug,v) = (ug,v) + (ug,v)
(Au,v) = A(u, V)

e ¢ “hermitiano™ (u,v) = (v,u)

e ¢ definito positivo: (u,u) ¢ reale e definisce la norma |Ju||* = (u,u)

Anche il prodotto hermitiano verifica la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz.

Teorema 2.1. Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz Per ogni u,v € H wale
[(u,v)| < [Jal|[[v]]

La dimostrazione si fa nello stesso modo del caso reale, usando che |[u+av||? ¢ un polinomio
di secondo grado in «, positivo. Per esercizio prova a sistemare i dettagli, se hai problemi
guarda prima la dimostrazione del teorema della proiezione nel paragrafo successivo.

La definizione di ortogonalita é la stessa del caso reale. Do per noto (o per esercizio), la
continuita del prodotto hermitiano e della norma rispetto alla metrica indotta dalla norma.

10



Se H é completo rispetto alla norma, ¢ uno spazio di Hilbert. Chiamero spazio di Hilbert
reale uno spazio euclideo, cioé uno spazio vettoriale dotato di prodotto scalare, completo
rispetto alla norma indotta.

C™ ¢ uno spazio di Hilbert di dimensione finita con il prodotto scalare

n
(u, V) = Z fLiUi
1
Lo spazio delle funzioni a valori complessi quadro sommabili L*(€2, C) ha come prodotto

scalare
)= [ fo

17 = [ 78 = [ 157

Do per noto che L*(2,R) & uno spazio completo. Noto che L?(€2, C), come spazio metrico, ¢
in biezione isometrica con L?(Q, R?), assegnando a f a valori in C la coppia costituita dalla
sua parte reale e dalla sua parte immaginaria. Da questo ¢ immediato ottenere che L*(, C)
¢ uno spazio completo e che le funzioni continue sono dense.

D’ora in poi H sara sempre uno spazio di Hilbert complesso, a meno che non sia specificato
altrimenti.

che definisce la norma

2.2 Sottospazi ortogonali e proiezioni ortogonali

Ci sono alcune differenze su quello che ¢ vero in dimensione infinita rispetto al caso finito.
In particolare, i sottospazi di uno spazio di dimensione infinita non sono necessariamente
chiusi. Si pensi al sottospazio dei polinomi di L?([0,1],R): si tratta di un sottospazio che ¢
denso (e non chiuso, visto che non tutte le funzioni di L? sono polinomi...).

In dimensione infinita é ancora possibile costruire la proiezione ortogonale di un vettore su
un sottospazio, ma (non troppo sorprendentemente...) € necessario che il sottospazio sia
chiuso.

Teorema 2.2. Teorema della proiezione.
Sia V' un sottospazio chiuso di H, sia u € H, sta

dist(u,V) =inf{|[lu—v|||veV}
la distanza tra w e V. Esiste il punto di minima distanza w tale che
lu — wl|| = dist(u,V)
Inoltre w & ["unico vettore che verifica
(u—w,v)=0, YWveVl.

In termini geometrici elementari, quest’ultima affermazione dice che w ¢é il “piede” della
perpendicolare da v a V.
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Ricordo che questo teorema si estende, con qualche modifica nel secondo punto, al caso di
sottoinsiemi convessi chiusi.

Dimostrazione. Ricordo che per la norma indotta da un prodotto scalare vale 'identita del
parallelogramma:

1 1
slla+bl* + Slla = b|* = [ja]|* + [|b]|*

(dimostrare, svolgendo i quadrati, che vale anche nel caso del prodotto hermitiano).
Sia v,, € V una successione minimizzante, cioé tale che per n — 400

|lu—v,| = dist(u, V).

Scegliendo a = u—v, e b =u—v,, nella disuguaglianza del parallelogramma scritta sopra,
si ha

1
2l = (Vo + V) /20" + SV = Vinll* = [0 = val* + [Ju = v |
Da cui segue che
Vi = vinl* = 2[lu = v |* + 2[lu = viu | = 4w = (Vi + Vi) /2] (2.1)

Ora
dist(u, V) < [[u— (v, +vn) /2

perché (v, +v,,)/2 €V e
1 1
= (v /20 < gl vl v = vl

che tende a zero nel limite n,m — +o00. Dunque il secondo membro della (2.1 tende a 0
per n,m — 400, e quindi v,, ¢ di Cauchy. Per completezza di H esiste

w= lim v,
n—-+oo

che ¢ in V, perché V' ¢ chiuso, e raggiunge il minimo perché [[u —v,|| — [Ju — w]|].
Abbiamo trovato un vettore w che realizza il minimo, per mostrare che é unico dimostriamo
prima la seconda parte.

Per definizione, w soddisfa, per ogni v € V' e per ogni A € C

lu—w+ v [* > flu—wl|?,
infatti w — A\v € V. Sviluppando il primo membro si ha
AMu—w,v) +Av,u—w)+ [A?|v|* >0
Riconoscendo nel secondo termine il complesso coniugato del primo, si ha
2R (A(u —w,v)) + [AP[v]* =0
che, scegliendo A = um, con p € R arbitrario, diventa

[(w—w, v))*(2p + i v[I*) = 0
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Il polinomio 2u + p?||v||* non ha segno definito (& negativo per u negativo e di piccolo
modulo), dunque la disuguaglianza ¢ soddisfatta solo se |(u — w, v))|? cioé

(u—w,v)=0

Mostreremo ora che esiste al pitt un vettore w che verifica questa uguaglianza per ogniv € V,
concludendo la prova.

Siano w; con i@ = 1,2 due vettori di V' tali che, per ogni v € V| sia ha (u — w;,v) = 0.
Allora, sommando e sottraendo u,

(W) —wa,v) = (W) —u,v) + (u—wo,v) =0
Poiché w; € V, si puo scegliere v = w; — wy, e dunque si ottiene ||w; — ws||? = 0. O

Come corollario, segue la seguente generalizzazione al caso infinito dimensionale della decom-
?

posizione in uno spazio euclideo. Sia V' un sottospazio vettoriale di H (anche non chiuso) e

sia

Vi={ve H| Vz€V (z,v) =0}
il sottospazio dei vettori ortogonali a V.
Teorema 2.3. Decomposizione in somma diretta di sottospazi ortogonali chiusi.
Se V& un sottospazio vettoriale chiuso,

H=VtaV

Dimostrazione. Infatti, per il teorema della proiezione, dato u in H, esiste w € V tale che
(u—w,v) =0 per ogni v € V. Ma allora (u — w) € V*, dunque

u=(u—w)+w

¢ la decomposizione di u in V+ 4 V; I'unicita della decomposizione segue dalla relazione di
orgonalita. O]

Analizzo ora le proprieta dei sottospazi legate all’ortogonalita. Sia M un sottospazio, e sia
M la sua chiusura topologica.

a. M+ ¢ un chiuso.
E una conseguenza della continuita del prodotto scalare. Sia u, — u una successione in
M+*. Per definzione, per ogni v € M si ha (u,,v) = 0. Dalla continuita del prodotto
scalare segue che (u,v) = 0 per ogni v € M, cioé u € M=,

b. M = ML,
Infatti da M C M si ottiene M~ C M+

Dimostro che vale anche inclusione opposta. Sia ora v € M*, e sia u € M; esiste
u, — ucon u, € M. Ma allora (u,v) = lim,,_,+(u,,v) = 0 perché v & ortogonale a

M. Per genericita di u segue che v € M.
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c. M+" =11

Infatti, per il teorema della proiezione e per il punto precedente

H=M &M=M"oM
e vale anche, essendo M+ chiuso,
1L il
H=M"&M
. e 14

e quindi M = M-
Quanto detto sopra, garantisce che dato V' sottospazio chiuso di H, é ben definito 'operatore
di proiezione su V, detto anche proiettore su V', che associa a u € H la sua proiezione

w € V, determinata attraverso il teorema della proiezione. Il proiettore P su V ha diverse
proprieta:

e P: H — V éun operatore lineare
(dimostrazione per esercizio)

e SeveV, allora Pv=v

Infatti v realizza distanza 0 da V.

e P2=PP=P
Infatti Pu € V, dunque, per il punto precedente, P(Pu) = Pu

e (u, Pz) = (Pu, Pz) = (Pu,z)

Infatti u = Pu+ (u — Pu). La prima identita segue dal fatto che (u — Pu) € V* e
Pz € V:; la seconda si ottiene dalla prima usando z = Pz + (z — Pz).

¢ (u, Pu) = |Pulf?

come segue immediatamente dal punto precedente

Anche in spazi di Hilbert vale il teorema di Pitagora.

Teorema 2.4. Teorema di Pitagora
[ull* = flu = Pul]® + | Pul/*
Dimostrazione. La dimostrazione é immediata, infatti
(u— Pu,u—Pu) = [[ul* - (Pu,u) — (u, Pu) + || Pul]*
e i due prodotto sono entrambi pari a (Pu, Pu) = ||Pul|?>. Dunque

[l — Pulf* = [[u]* — || Pul|*.
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2.3 Sistemi ortonormali, disuguaglianza di Bessel, basi ortonormali

D’ora in poi dard per noto che le funzioni C(Q; C), C*(Q; C), C>(Q; C), e quelle a supporto
compatto in € sono dense nella norma L? nello spazio L*(Q2, C).

Definisco sistema ortonormale una successione {ey}ren, tale che

(ek; eh) = Okn

Chiamero invece sistema ortogonale una successione {vy }ren, tale che {vy/||vk||}ren € un
sistema ortonormale.

Dato un sistema ortonormale {ej}ren, noto che il sottospazio V,, =span{e;}}_, ¢ finito-
dimensionale, dunque ¢ chiuso, e {e;}}_, ¢ una sua base. Dunque l'operatore P,, : H — V/,
definito come .
Pu= Z urer, dove Uy = (eg,u)
k=0
é il proiettore su V,,, infatti per ogni k£ <n

n

(u — Pnu, ek) = fbk — Z uh(eh,ek) = fbk - fbk =0
h=1

Per linearita si ottiene (u — P,u,v) = 0 per ogni v € V,,.

Vale inoltre che
n n
[Paal® = (1) e = i)’
k=0 k=0

Teorema 2.5. Disuguaglianza di Bessel

Seue H
+00
>l < ul”
k=0

Dimostrazione. Questa disuguaglianza é un’immediata conseguenza del teorema di Pitagora

dimostrato sopra.
[ul* = [Ju = Poul* + || Pul®
Per ortonormalita, ||P,ul|* = >"7_, |4x*. Minorando con 0 il termine ||u— P,ul|? e passando

al limite si ottiene la tesi. O

[ coefficienti iy, = (e, u) sono le componenti di u rispetto ai vettori del sistema ortonormale,
e sono anche detti coeflicienti di Fourier.

Si chiama base ortonormale un sistema ortonormale completo cioé tale che, per ogni u

+o00

u= Zﬂkek, con Uy = (ex, u)
k=0

dove la serie converge nella norma di H. In tal caso u si sviluppa nella serie di Fourier dei
suoi coefficienti.

Questa definizione generalizza la definizione di base in uno spazio finito-dimensionale. Si noti
che in uno spazio di dimensione n, ogni sistema ortonormale di n elementi ¢ una base, mentre
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in uno spazio di dimensione infinita non ¢ ovviamente detto che in sistema ortonormale
infinito sia una base (basta levare un vettore a una base per ottenere un controesempio).
Anzi, il problema interessante é costruire effettivamente delle basi.

Proposizione 2.1. Proprieta delle basi ortonormali.
Sono equivalents:

a. {ex}{2 & una base.

b. Vk € N (v,ex) = 0 implica v = 0.
St noti che questa asserzione é equivalente ad affermare che 'ortogonale al sottospazio
delle combinazioni lineari finite di {e};=5 & banale.

c. vale ['uguaglianza di Parseval:

per ogni u € H: ZZ;)B \%\2 = HUHQ

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che, dato un qualunque sistema ortonormale
{er};25, per ogni u la serie ZZ:S urey, € convergente. Infatti, per ortogonalita degli elementi

della base
m m “+00
1Y el = lagl* < il

n+1 n+1 n+1
e il membro di destra, per la disuguaglianza di Bessel, ¢ il resto di una serie convergente.

Dunque la successione associata alla serie ¢ di Cauchy, e quindi la serie converge. Sia w il
limite:

+oo
w = lim Pku = E ?kaek
—+00 om0

Per continuitd della norma e del prodotto scalare si ottiene facilmente che
+oo
Iwl* = lim [Pl =) | e [u—w|= lim |u— Pl
k—+oc0 0 k—+o0

Dunque, passando al limite nell’espressione
[ull* = [lu — Pou|® + || Peul®

si ottiene

[l = flu—wi® + > Jaf
keN

Se ne conclude che il sistema ortonormale assegnato é una base (cioé u = w) se e solo se
vale 'uguaglianza di Parseval.

Mostriamo 'equivalenza tra (a) e (b). Per definizione di w, (u — w) & ortogonale a tutti
i vettori e;. Ne consegue che se vale (b) allora u — w = 0, cioé w = u. Si pud dunque
concludere che vale (a), perché u coincide con la sua serie di Fourier w.

Viceversa, supponiamo che valga (a). Sia dato v qualunque; per Uipotesi di (b) si ha che
v = (v,ex) = 0 per ogni k. Ma allora, usando (a), v=> ver = >_ 0e; = 0. Quindi (b) é
provata. ]
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Teorema 2.6. Esistenza di una base in spazi separabili
In uso spazio di Hilbert separabile esiste sempre una base ortonormale.

Dimostrazione. Sia {gk}:;’f) un sottoinsieme denso numerabile di H, che esiste per I'ipo-
tesi di separabilita. Posso estrarre una successione v tale che v,,; non appartiene a
V., =span{vy}7_,- Questa successione ha la proprieta che le sue combinazioni lineari fi-
nite ricostruiscono la successione wy, dunque sono dense in H. Sia P, il proiettore su
V,,. Costruiamo iterativamente la base cercata mediante ortogonalizzazione di Gramm-
Schmidt:

e ey = vo/|voll;

osservo che Vi =span{vq} =span{eg}

® W = V] — POV1
e = wy/[|wi
Il vettore e; esiste perché se w; = 0 allora v, € V4.

Per definizione di e;, Vi =span{e;}i_,

e Induttivamente, w, 11 = v,,11 — PV

€nt1 = Wn+1/HWn+1||

Il vettore e, 1 esiste perché se w,,; = 0 allora v,,.; € V,,, contro I'ipotesi.

La successione {e;}; & un sistema ortonormale per costruzione. Resta da verificare che sia
una base. Sia V' = U;:i% V., il sottospazio delle combinazioni lineari finite dei vettori ej. Per
ipotesi V' & denso in H, e poiché

H=Va&V"

ne segue che V+ ¢ banale. Quindi se v & ortogonale a ogni e, allora v = 0. Ma questa ¢é la
condizione (b) che garantisce che la successione degli e, forma una base. O

Esercizio 6. Attent: all’intuito

La condizione (b) non puo essere “rilassata” considerando un sottospazio dennso invece di tutto H.
Sia {e},j:o?) un sistema ortonormale, e sia W un sottospazio denso. Si potrebbe pensare che il sistema,
¢ una base se, per ogni w € W se (ex,w) = 0 per ogni k, allora w = 0, o, equivalentemente, il
sistema & una base se non esiste w € W non nullo tale che (e, w) = 0 per ogni k).

Nella sezione successiva mostro che cos(kz) con k € N ¢ un sistema ortogonale completo per L?(0, ),
cosi come lo & sin(kx) con k € N\{0}. Quindi cos(kz) per k > 1 non ¢ una base, perché la funzione
costante ¢ non nulla e orgonale a tutte le funzioni cos(kx) per k > 1. D’altra parte non esiste nessuna
combinazione lineare finita delle funzioni sin(hx) che sia ortogonale a tutte le funzioni cos(kx) per
k > 1. (se esistesse dovrebbe valere 1, ma uno ha uno sviluppo infinito nei soli seni).

2.4 La serie di Fourier

Per tentare di fare una trattazione autocontenuta, mi appoggio al teorema di Stone-
Weierstrass, che non dimostro ma che dovrebbe essere noto al lettore, e che generalizza il
ben noto teorema di Weierstrass.

17



Teorema 2.7. Teorema di Stone-Weierstrass

Sia X un compatto di R™, e sia A una sottoalgebra delle funzioni continue da X in R (o C)
che contiene la costanti e separa i punti in senso forte, cioé se x,y € L ea,be R (0 C), e
r#y ea#b, allora esiste f € A tale che f(x) =a e f(y) = 0.

Allora le combinazioni lineari di elementi A sono dense in C(X) nella norma delle funzioni
continue.

Nel caso di funzioni a valori complessi, alle ipotesi va aggiunto che A sia anche chiusa per
CONLUGazione.

Consideriamo le funzioni .
or(z) = ——df keZ

V2
definite e periodiche in [—7, 7]. Queste funzioni possono essere anche pensate da S' — C,
dove S' = {z € C||z| = 1}. Ovviamente @ (z) = \/%z’i dove z = ¢, In C(S'; C) I'insieme
delle combinazioni lineari di {z*} ez costituisce una sotto algebra (cioé un sottospazio lineare
su C chiuso per il prodotto), ed ¢ anche chiuso per coniugazione, perché zk = 2%,
E facile vedere che queste combinazioni lineari separano i punti, usando le costanti e e

Infatti, dati # y € [—m,pi) e a # b, esistono «a e 3 tali che

kx

a+ pel* =aqa
a+ BeY =0

e questo sistema ha soluzione perché e'® # el¥.

Dunque ¢ denso in C(S!; C) nella norma dell’estremo superiore.

Ne segue, in particolare, ogni funzione periodica continua a valori in C é limite uniforme
di combinazioni lineari delle funzioni e'**, e ogni funzione periodica reale continua & limite
uniforme di combinazioni lineari di sin(kx) e cos(kx).

Infine, poiche se © ¢ limitato la norma L?(Q) ¢ stimata dalla norma L*°(£2). Dalla densita
delle funzioni continue in L? segue che i polinomi trigonometrici (cioé le combinazioni lineari
finite di e**) sono densi in L?. In questo modo, abbiamo verificato la condizione (b) che
garantisce che abbiamo effettivamente una base.

Quando si lavora con la base di Fourier, i coefficienti vengono indicati come

~

1 T &
= f) = — e " f(x)dx
fo=tond) = o= [ 1@
e il fatto che ¢} sia una base vuol dire che per ogni f € L2

1 .
RIS o
V2T =

E relativamente facile mostrare che una maggiore regolarita migliora la convergenza. Se f ¢
di classe C', ¢ immediato verificare che

()

[ =1k fi
Per Bessel-Parseval, la serie dei quadrati dei coefficienti di Fourier di f’ é convergente, cioé
N ™
SR = [ 1P
keZ -
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Ma allora

NLIAEDS KAl _ 1 T ; 1
|k|>n |k[>n |k[>n

e la serie a destra ¢ il resto della somma di due serie convergenti. Dunque la convergenza
della serie di Fourier é uniforme.

Sulle dispense di Butta |B| trovate una prova abbastanza semplice della convergenza puntua-
le della serie di Fourier nei punti in cui f é derivabile. Su [KF] trovate i teoremi ottimali sulla
condizione di convergenza puntuale della serie di Fourier (ipotesi del Dini). Infine, il teore-
ma di Stone-Weierstrass assicura per ogni funzione continua l’esistenza di una successione
uniformemente convergente di polinomi trigonometrici. QQuesta successione in generale NON
¢ la serie di Fourier. Pero si puo dimostrare il teorema di Fejér (vedi |KF|), che asserisce
la convergenza uniforme a f continua delle somme di Cesaro della corrispondente serie di
Fourier.

A partire da questa base, é facile costruirne una di sole funzioni reali, che sono quindi
una base sia per L?([—n,n],C) che per L*([—7,n],R). Per la coppia k, —k con k # 0, si
considerano le combinazioni

%(gok F o), %w o)

che hanno norma 1, e sono ortogonali (verificare per esercizio). Queste due funzioni coinci-
dono con

La base va completata con ¢y = ors

Esercizio 7. Funzioni pari e dispari
Considera L%((—a,a),R). Mostra che

MP = {f € I3((~a,a),R) : f(z) = f(~2) q0. }
Me = {f € I%((~a,a),R) : f(z) = —f(~2) qo. }
sono due sottospazi chiusi ortogonali tra loro, e che

L*((—a,a),R) = MP & M*

Esercizio 8. Basi per L*((0,))

Usando Desercizio precedente, dimostra che {sin(kx)}r>; ¢ una sistema ortogonale completo per
L?((0,7)) (prolunga per disparita...).

Analogamente, prova che {cos(kx)};>0 ¢ un sistema ortogonale completo per L?((0,7) (prolunga
per parita...).

Esercizio 9. Autofunzioni di 92 in [0, |
Nota che {sin(kz)}x>1 ¢ un sistema ortogonale di autofunzioni di &2, con condizioni di Dirichlet

omogenee al bordo. Gli autovalori sono —k? e sono tutti semplici (cioé I'autospazio corrispondente
ha dimensione 1). Osserva che sin(kx) ha k — 1 zeri interni all’intervallo.
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Analogamente, {cos(kz)}r>0 & un sistema ortogonale di autofunzioni di 92, con condizioni di
Neumann omogenee al bordo. Gli autovalori sono —k? e sono tutti semplici (cioé 1'autospazio
corrispondente ha dimensione 1). Osserva che cos kz ha k zeri interni all’intervallo.

In generale, la k—esima funzione della base ha k zeri nell'intervallo (sin kz ¢ la k — 1-esima funzione).

Esercizio 10. Autofunzioni di 0} in [0, 7]

Trova le soluzioni di
dtu = du

con u nulla al bordo e derivate nulle al bordo (stai cercando le autofunzioni per una sbarra metallica
murata orizzontalmente agli estremi).

Risolvi lo stesso problema con u nulla al bordo e «” nulla al bordo. In questo caso la sbarra &
incernierata agli estremi, cioé € libera di oscillare intorno agli estremi, dove non agiscono forze che
la piegano.

2.5 Basi in L*(£; x )
Sia {¢;(z)}ieny una base ortonormale per L?(£2;) e sia {¢;(x)}jen in L?(). Allora

{¢i(x)1;(y)}ijenz € una base ortonormale per L*() x 23)

L’ortonormalita ¢ di verifica immediata. Sia ora f(x,y) € L*(; X €y). Allora esiste finito

/Q dofosta)l |yl |F(e.v) (2.2)

Infatti, poiché ||¢);]| = 1, usando Cauchy-Schwartz, 'integrale a destra ¢ stimato da

([ | ) "

che ¢ una funzione in L?(€)), perché f € L*(£2; x Q). Dunque il suo prodotto con |¢;(z)| &
in L', cioé l'integrale (2.2) esiste finito e vale il teorema di Fubini:

/M i) ¥ (y) f(x,y) de dy = /

Q

da 6u(2) /Q dy b;(4)f (@, y).

Sia ora f ortogonale a ¢;(x)1;(y) per ogni coppia di indici i, j € N?. Ne segue, per I'identita
scritta sopra,

0= / o) / Ayl )

Poiché {¢;}ien € un sistema ortonormale,

0= / Ay ) ()

sul complementare di un insieme Z; C € di misura nulla. Sia Z = |JZ;; Z é di misura
nulla, e sul suo complementare

0 :/ dy;(y) f(x,y) per ogni j
Q2
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Poiché {9;(y)};en € una base ortonormale, f(z,y) =0 q.o. in y, se x € Z¢. Sia U C ) x Oy
su cui f non é nulla. Poiché f ¢ misurabile, la funzione X'{(z,y) € U} é sommabile, e

/dxdy?({(x,y) c U} :/de/dy)({(x,y) c U}+/cdx/dyX{(x,y) €U} =0

da cui si deduce che U ha misura nulla, e quindi f(z,y) =0 q.0. in £y X Qs.

In conclusione, non esistono funzioni ortogonali a tutte le funzioni del sistema ortonormale
¢i(2)y;(y). Ne segue che questo sistema ¢ in effetti una base ortonormale.

Si puo generalizzare questo esempio, si veda su [RS] il paragrafo sul prodotto tensore di due
spazi di Hilbert.
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3 Polinomi di Legendre

3.1 Basi di polinomi

Consideriamo L?*((—1,1)), e sia ¢ () il sistema ortonormale che si ottiene ortogonalizzando
con Gramm-Schmidt la successione di funzioni {*}cy. Poiché i polinomi sono densi nella
norma uniforme nelle funzioni continue sui compatti, e le funzioni continue sono dense in L2,
il sistema {¢y }ren € un sistema completo.

Esercizio 11. Polinom: di Legendre

Si determinino ¢g, ¢1, ¢o.

Si provi per induzione che ¢ € un polinomio di grado k, che é dispari per k dispari, e pari per k
pari.

Per costruzione,
k
span{ ¢y }y_o = span{z”};_,
dunque se k <n
1
/ "¢, (x)dr =0
-1
Ne segue che a meno di coefficienti moltiplicativi, ¢,, € I'unico polinomio di grado n ortogonale
al sottospazio generato da 1, z, ...2" %
Questa costruzione algebrica é semplice, ma poco sintetica. Esiste un modo per dare un’e-
spressione compatta per questi polinomi che nasce dalla seguente osservazione. Sia n > 0, e
sia ¢,(3) una primitiva di ¢,. Deve valere

0= (L) = [ énle)dz = 60(1) = 6D (=1) = 0.
1

Dunque (;59)(1) = gbs)(—l). Sottraendo alla primitiva questo valore ottengo un’altra pri-

mitiva, che continuo a chiamare ®™), e che ¢ nulla agli estremi: ngLl)(il) = 0 Poiché ¢ un
polinomio (di grado n + 1) che si annulla in +1, nella sua fattorizzazione ¢’¢ x? — 1.
Inoltre, se n > 1, integrando per parti si ha

0= (z,0n) = 20|, — (1,0}") = (1, 0}")

Dunque gzﬁ,(ll) ¢ ortogonale a 1. Ripetendo il ragionamento precedente, provo che esiste una
primitiva di ¢$}) che é un polinomio che si annulla ai bordi e la cui derivata si annulla ai bordi.
Quindi nella sua fattorizzazione ¢’¢ (2 — 1)2. Proseguendo, esiste un polinomio di grado 2n
che ¢ una primitiva di ¢, e che ha il fattore (z? — 1)". A partire da questa osservazione, si
comprende che ¢, deve essere proporzionale alla derivata n—esima di (z? — 1)". Vediamo i
dettagli.

3.2 1 polinomi di Legendre G,
Indico con D la derivata j— Ricordo la formula di Leibniz

X
D"(fg) =) (Z) DFf D"y

k=0
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e che, per k <n

|
Lﬁ:n:: U n—k
v (n—k)!x

a. D"(z? —1)" ¢ un polinomio di grado n, infatti ¢ la derivata n—esima di un polinomio di
grado 2n.

b. Se m < n, usando la formula di Leibniz,
D™« = 1)" =D"™((z = )"z +1)") =) (7;;‘) D*(x —1)" D™ F (x4 1)"
k=0
dunque in x = £1 vale 0.

c. Invece la derivata n—esima non ¢ nulla agli estremi:

= (£1)"2"n!
r==%1

DMa®—1)"] _, = (Z) DF(z — 1)" D" *(x + 1)"

k=0

d. Sia ¢ una funzione regolare; integrando iterativamente per parti, si ha che
(¢, D"(a® = 1)) = (=1)"(D"¢, (2" = 1)")

e. Scegliendo ¢ = 2™ con m < n, si ottiene che D"(x*> — 1)" & un polinomio di grado n
ortogonale a =™, per tutti gli m < n, e dunque a tutti i polinomi di grado inferiore a n.
Ne segue che a meno di costanti moltiplicative, D™(2? — 1) coincide con il polinomio ¢,
ottenuto per ortogonalizzazione delle potenze di x.

Sia ora
1

- 27!

Gn(7) D™(z* — 1)" (3.1)

a. Poiché il termine di ordine massimo & quello che si ottiene derivando n volte 22", risulta
lo sviluppo

(2n)!

2nn!2

Gn(x) = v+

b. Per quanto visto sopra, G, (1) = (£1)"
c. Poiché GG, é ortogonale a tutti i polinomi di grado inferiore,

(G, G) = (@n) (z", Gy)

— onp2

Ora

(", G,) (2", D™(z* — 1))

- 2npl
e, usando la proprieta ricavata sopra
1

(", D™(z* — 1)) = (—1)”n!/ (2 — 1)"dx

-1
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Integrando successivamente per parti,

/_1(332—1)"d3::/_1(:1:—1)"(a:+1)”dx:

1 1

S /1(x—1)"_1(x+1)”+1dx:

n+1/_,
__nn—1) ' n—2 n+2 3.
_(n+mUH4)[ﬁx_U e =

n!2 ' 2n
= (—1)”<2n)! / (x+1)"dz

-1

d. Infine, osservando che f_ll(x + 1) dz = 22" /(2n + 1) si ottiene

2

I polinomi G,, sono detti polinomi di Legendre, e sono un sistema ortogonale, con la nor-
malizzazione data sopra. La formula (3.1)) & detta “formula di Rodrigues” per i polinomi di
Legendre. Formule analoghe esistono per altre famiglie di polinomi ortogonali.

3.3 L’equazione di Sturm-Liouville per G,
d
Qui indico le derivate con 'apice: Df = f' = d—f. Considero il polinomio
x

(1 —2%)G,)

Ricordando qual ¢é il primo termine dello sviluppo in potenze di GG,,, é facilmente mostrare
che si tratta di un polinomio di grado n, e che nel suo sviluppo, il coefficiente di x™ é
—n(n + 1)%
Integrando per parti,
1
(1= )61 Go) == [ (1= 26,6, = (1= )G Go)
-1

Ricordando che G,, é ortogonale ai polinomi di grado inferiore e che G,, é ortogonale ai
n m
polinomi di gradi inferiore, dalla simmetria di questa espressione si ottiene che se n # m,

(1 =2%)G), G) = 0.

Usando che ((1 —2?)G,,) = —n(n + 1)5:2" + ..., si ottiene

(1= xQ)G;l)', Gn) = —n(n+1)(Gy, Gn)

Quindi,per ogni m,
(1= 2*)G") +nn+1)Gpn, Gn) =0

Questa uguaglianza vale anche per le combinazioni lineari delle GG,,,, e dunque per qualunque
elemento di L?. Se segue che G, risolve 'equazione di Sturm-Liouville

(1 —2%)G) = —n(n+1)G,
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0, equivalentemente

(1—2H)G" - 22G!, = —n(n+ 1)G,.

Viceversa, mostriamo che non esistono altre soluzioni al probblema di Sturm Liouville

(L=a)f) =Af

Il motivo ¢ che il sistema di soluzioni trovate & una base di L?. Sia f una funzione regolare e in
L? che risolve questa equazione per un certo \. Sia f, = (G4, f). Moltiplicando scalarmente
per G} 'equazione, e notando che 'operatore

Sf==(1-2*)f)
é simmetrico, si ottiene
M= MGy, f) = (Gy, Sf) = (SGy, f) = —k(k + 1) fy

Dunque se A non ¢ uguale a —n(n+1) per un qualche n, allora f; é zero per ogni k, e dunque
f & nulla, perché i GG sono un sistema completo. Dunque f pud essere una autofunzione
solo se & proporzionale a un qualche G,,.

3.4 Zeridi G,

G, soddisfa un’equazione differenziale lineare del secondo ordine in (—1,1), ed ¢ una funzione
non nulla, dunque non puo avere zeri non semplici in (—1, 1), altrimenti il teorema di esistenza
e unicita porterebbe a concludere che ¢ una funzione nulla. Inoltre G,, non ha zeri agli estremi,
come abbiamo calcolato.

Sia m < n il numero di zeri, necessariamente semplici, che G, ha nell'intervallo (—1,1). G,
cambia segno negli negli zeri, dunque

/_11 Gn(x) 'm (x —z;)dz

=1

ha segno definito. Perd G,, é ortogonale ai polinomi di grado inferiore a n, quindi deve essere
m = n. Se ne conclude che G,, ha tutti i suoi n zeri semplici e interni a (—1,1).
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4 Altre basi di polinomi

Introducendo gli spazi pesati, si possono costruire altri sistemi completi di funzioni ortogo-
nali, legati ai polinomi.

4.1 Spazi pesati L?

Sia w(z) > 0 su Q aperto di R™, con w misurabile. Si definisce lo spazio pesato L2 attraverso
il prodotto scalare

(f.9)u = / w(z) f(2)g(z) da

Suppongo che w(x) = 0 al pit su un sottoinsieme di misura nulla di 2 (per esempio agli
estremi, se {2 & in intervallo di R). Inoltre saranno interessanti i casi in cui w diverge in
qualche punto.

L’operatore
U:L2(Q) — L*(Q)

definito da
Uf = f

é una biezione che conserva il prodotto scalare e dunque la norma (cioé é una biezione
isometrica):

(fs9)w=(UfUg).

Non ¢ difficile provare che se w ¢ continua le funzioni continue a supporto compatto sono
dense in L2 (£2), sapendo che sono dense in L?().

(Piu in generale, si posso invocare i teoremi sulla densita delle funzioni continue in spazi di
misura).

Lemma 4.1. Densita delle funzioni continue a supporto compatto
Sia Q un aperto e sia w & continua i ). Le funzioni a supporto compatto in £ sono dense

Dimostrazione. Dato R > 0, sia Qg = QN Bg, con B = {x, |||x|| < R}. Data f € L2(Q)
e dato € > 0, per sommabilita dell’integrando esiste R > 0 tale che

/ wf? <e.
ON\Qr

Sia ora Qyr = {x € Qp|1/M < w(x) < M}, con M > 1. Per continuitd di w, questo
insieme é aperto. Per la continuita di w e per il fatto che i suoi zeri formano un insieme di
misura nulla, la funzione X{x ¢ Qg )/} tende a 0 q.o. in Qp, per M — 4o00. Dunque

lim wf?= lim / X{x € Qputw(x)f*(x) =0
Qr

M‘)+OO QR\QR,]\J M*)+OO

per convergenza dominata. Percio per un M abbastanza grande

/ wf<e
Qr\QRr, M
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La funzione f? ¢ sommabile in Qg v, infatti

/ f2 S M w2f2
Qr,Mm Qr,Mm

dunque, a M fissato, esiste f. a supporto compatto nell’aperto Qg »; tale che

|or-npzem
Qr,Mm

Prolungando f. a 0 su tutto il resto di {2 si ottiene

/w!f—fs|2 —/ w\f—f5|2+/ w\f—f€\2+/ w|f—f.]? < e+e+Me/M = 3e.
Q O\Qr Qr\Qr M Qr .M

Considero ora un caso particolare, piu utile.

Proposizione 4.1. Densita dei polinomsi
Se I un intervallo limitato di R, e w > 0 & continua e sommabile su I allora i polinomi sono
densi in L2 (I,R).

Dimostrazione. Sia f una funzione continua, e sia p, una sequenza di polinomi che tende a f
uniformemente. L’ipotesi di sommabilita di w permette di affermare che questa convergenza
¢ anche in L2 infatti

I = pull2 < Hf—anoo/Iw

Poiché le funzioni continue sono dense in L2 (1), ne segue che span{z"},cy ¢ denso in L2 (T).

4.2 Polinomi di Tchebyshev
Considero lo spazio pesato L2 ((—1,—1)) con w = 1/v/1 — 22, dotato del prodotto scalare

9= [ =@

Con il cambiamento di variabile cosxz = 9 si ha

vV1—z2dr =dv

dunque
(F9)o = | fleosd)gleost) v
0
Noto che
A L2((~1,1)) = L2((0, 7))
definito da

(Af)(0) = f(cosO)

¢ una biezione isometrica.
Poiché {cos(nd)},>0 ¢ un sistema ortogonale completo in L?((0, 7)), ottengo che

1

Tn - on—1

cos(narccosz), n €N
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¢ un sistema ortogonale completo in L2 ((—1,1)). Ne segue che
(1 —a%) V1T, ()
¢ una sistema ortogonale completo di L?((—1,1)).

Poiché .
cos(nd) + isin(nd)) = &’

= Z( )i” (cos 9)*(sin 9)"*,

passando alle parti reali, ottengo che

= (cos¥ +isind)" =

cos(nd) = cos™ ¥ — <Z> (cos )" ?sin ) + (Z) (cos )" *sin*d) — ...
Da questa espressione e dal fatto che sin®9 = 1 — cos® ¥ si ha che

T, = cos(n arccos )

2n71

detto n—esimo polinomio di Tchebyshev, ¢ un polinomio di grado n. Per n = 0 si definisce
TO - 1

La normalizzazione ¢ tale che T, (x) = 2" 4+ .... Per dimostrarlo, si usa lo sviluppo del

binomio
—M
cos" ¥ = ( >

Usando che D2 cos(nd) = —n? cos(nd), e che

VI=0,

Lascio i dettagli al lettore.

si mostra facilmente che T, risolve

V1—22(V1 - 22T") = —n’T,

che corrisponde al problema di Sturm-Liouville
1
V1—22T" = —n?—T,
( Y

Esplicitando le derivate di 7T;,:

(1 — 2T — 2T, = —n*T,

4.3 Polinomi di Hermite

—z2

Considero L2 (R), con w = e Definisco polinomi di Hermite tramite la formula di

Rodrigues
H'n, — (_1>7L 22 Dn —a2

E semplice mostrare che
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a. H,(z) ¢ un polinomio di grado n
b. H,(z) =2"a"+ ...

c. Sia ¢ regolare e a crescita al pitl polinomiale. Integrando per parti si ottiene
/ex2gb(x)Hn(:U) dz = (—1)”/ d(z)D"e™ dx = / D"¢(z)e ™ dx
R R R

Si pud notare che questa affermazione vale anche se |¢(x)| < ce®®”, con o € (0,1).

d. Scegliendo ¢ = z* e notando che se k < n allora D"z* = 0, si ha che (2%, H,),, = 0 per
k <n.

e. Calcolare la normalizzazione. Osservo intanto che
2
(2", Hp)w = | D"z ™ do =nl\/7

Ne segue, usando il punto b, che

(Hn, Hy)w = 2"(2", Hy,) = 2"n!/m
Se ne conclude che H, ¢ una famiglia di polinomi di grado n, che costituisce un sistema
ortogonale in L2 (R), e dunque
1

\ 2mnl\/m

¢ un sistema ortonormale di L?(R). Successivamente, proveremo che ¢ un sistema ortonor-
male completo, cioé che, equivalentemente,

e "2 H, (z)

span{xk}keN

¢ denso in L2, cioé
—x2/2 k
span{e™* %"} en

¢ denso il L*(R). Si noti che non possiamo utilizzare Stone-Weierstrass, perché R non ¢
compatto.

4.4 L’equazione di Sturm-Liouville per i polinomi di Hermite

Calcoliamo preliminarmente H/. Poiché H,, ha grado n, H] ha grado n — 1, e, per il punto

b. del paragrafo precedente, H, = n2"z" ' + ... =2nH, ; + ... Ne segue che
n—2
H), =2nH, 1+ Y c.Hy
k=0

Troviamo i coefficienti ¢. Sia k <n — 2:

(H;w Hk?)w = Ck(Hk’v Hk)w
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D’altra parte

() = [ e o) o) do = (-1F [ Hy @)Dk ds -
R R
= (—1)k! / H,(z)D*'e™" du = (H,, Hy11)
R

Dunque

H! (z) =2nH, 4
Consideriamo ora 'operatore

2 !/

Acf— ()
definito sulle funzioni regolari. ¥ facile verificare (esercizio) che A ¢ simmetrico, cioé

(Af,9) = (f, Ag)

per ogni f e g regolari e che non divergono piu rapidamente di e®” con a < 1 /2. Valutiamo
come agisce A su H,:

(AH,, H,) = — /

e_I2H7’lH7'n = —4nm/ e_xQHn,le,l = —4nmb,,2" Hn — 1)!
R R

1 2
= —4n?6,m—2"(n)! = —2n/ e " H,H,,
2n R

Dunque
(AH,L St onH, e, Hm) —0, YmeN

Poiché e*” H,, 4+ 2nH, ¢ un polinomio di grado n e gli H,, sono indipendenti e generano i
sottospazi dei polinomi, posso concludere che

AH, = —2nH,,

cioé
2 2
¢ (e H!) = —2nH,
Equivalentemente, H,, risolve il problema di Sturm-Liouville
(e H') = —2ne " H,
e anche

H) —2xzH] = —2nH,

4.5 Polinomi di Laguerre

Considera L2 (R™), con w = e™* e considera i polinomi di Laguerre
L, =¢e"D"(z"e™")
Mostra che

a. L,(z) ¢ un polinomio di grado n
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b. L,(x) = (=1)"2" +---+n!

c. |D"(z"e | < ¢,.e” (1797 per ¢ € (0,1) (questa stima serve per poter fare gli integrali
per parti nel punto successivo).

d. Per ogni ¢ regolare che non diverga piu di e** con « € (0, 1),
+oo +00

/+°<> e “o(x)L,(r)dr = (x)D"z"e " dx = (—1)" D"¢(z)z"e " dx
0 0 0

e. (2%, L), =0perk <n
f. (2" Ly)w = (=1)" ;7 Draame* dz = (—=1)"n! [ a"e " do = (—1)"n!?
g (Lny Lin)w = n'%6nm

Se ne conclude che L, é una famiglia di polinomi di grado n, che costituisce un sistema

ortogonale in L2 (R"), e dunque

1
/2
e L,(x)

¢ un sistema ortonormale di L?(RT). Successivamente, proveremo che ¢ un sistema ortonor-
male completo. Per esercizio potete provare a mostrare che

Span{xk}keN

¢ denso in L2 (R™) (affermazione equivalente alla completezza dei polinomi di Laguerre) ma
é improbabile che ci riusciate usando argomenti elementari.

4.6 L’equazione di Sturm-Liouville per i polinomi di Laguerre

Calcoliamo per parti
+o0o , +o0o +o0o ,
/ (ze™L}) Ly, = — / e “LI L = / (ze™"L;,) Ly
0 0 0

(ve™L) =e"(xL! + (1 — z)L})

Poiché

e L ha grado n — 1 mentre (1 — ) ha grado n, ne segue che per m > n il primo integrale
Iintegrale puo essere diverso da zero solo se m = n. Analogamente, per m < n l'ultimo
integrale puo essere diverso da zero solo se m = n. Quindi I'integrale & nullo se m # n.
Calcoliamone il valore per m = n:

L'+ (1 —2)L, =-n(-1)"2"+--=—-nL,+...
Dunque per ogni m:
+oo
/ (ve™ L) Ly = —1(Ly, L)
0
Per ortogonalita dei polinomi di Laguerre concludo che

(ve=®L!) = —nL,
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(qui non serve la completezza, perché non si esce dallo spazio dei polinomi). Equivalente-
mente
zL) +(1—2)L, = —nL,

Esercizio 12. * Ottimalita di G,

Sia G, 'n—esimo polinomio di Legendre, e sia C,, = (2n)!/(2"n!) il coefficiente di z" in G,. Il
polinomio Gy, /C,, & dunque monico. Dimostra che tra tutti i polinomi monici di grado n, G,,/C,, &
quello con la minima norma quadratica.

Suggerimento: vedi CH pag 86.

Esercizio 18. * Ottimalita di T,

Sia T,, I'n—esimo polinomio di Tchebyshev. Mostra che tra tutti i polinomi monici di grado n, &
quello che minimizza la norma L.

Suggerimento: vedi CH pag 89.

Esercizio 14. * Zert det polinomi ortogonali

Sia {¢n(2)}xen la famiglia di polinomi che si ottiene per ortonormalizzazione di {z¥} ey nello spazio
pesato L2 ((a,b)), con w > 0, nullo al pit agli estremi a e b. Usando lo stesso ragionamento del
punto mostra che ¢, ha esattamente n zeri semplici in (a, b). Mostra anche che non & necessario
conoscere a priori la semplicita degli zeri.

4.7 Funzioni generalizzate di Legendre

Derivando e manipolando le basi di polinomi si ottengono altre basi di polinomi.
Definisco le funzioni generalizzate di Legendre di ordine k£ > 0 come

Gn,k = (1 - mQ)k/2Dan

che sono funzioni non nulle per n > k (e in particolare sono polinomi se k & pari). Mostro
che a k fissato si tratta di un sistema ortogonale:

1

1
(Gt Gk :/ (1—2H*D*G, DG, = (—1)’“/ G.D*((1 — 2*)*D*@G,,)
-1

—1
infatti, ogni derivata di ordine h < k di (1 — 2%)*D*G,, si annulla al bordo. Tl grado del
polinomio che moltiplica G,, ¢ —k + 2k — k + m = m, dunque I'integrale é nullo se m < n.
Integrando per parti rispetto a G,,, si ottiene la stessa conclusione per m > n.

A questo punto é semplice concludere che, a meno di costanti di normalizzazione, le funzioni
Gk sono il risultato dell’ortogonalizzazione di (1 — x2)¥/2z™ con n € N. In modo equiva-
lente, si puo affermare che i polinomi D*G,, sono il risultato, a meno della normalizzazione,
dell’ortonormalizzazione di 2" in L2 ((—1,1)) con w = (1 — z?)*.

Anche le funzioni generalizzate di Legendre soddisfano un’equazione di Sturm-Liouville:

kQ
1 — 22

(1 — 2% ;k)’ — Gni=—-n(n+1)G,x

E abbastanza semplice mostrarlo nel caso k = 1. Secondo [CH], il caso generale segue da un
calcolo esplicito, che perd non sembra essere facilissimo.
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4.8 Funzioni generalizzate di Laguerre
Si possono generalizzare i polimoni di Laguerre. Si considerino i polinomi
L¥)(z) = (=1)*D* L, 44

conn >0, k>0.
Sia w = e e wy, = z¥e™® E facile mostrare che

a. L% ¢ un polinomio di grado n

b. Sia m < n. Integrando per parti

(@ L, = (DM D L = P g ) <0
dove ho usato che per ogni p < ¢ si ha che (27, L,),, = 0,
c. ' '
(2", L®),, = %(m”,[jn)w = (—1)2n!2%

Da queste proprieta, procedendo come abbiamo gia fatto per i polinomi di Laguerre, si ottiene
che {Lg‘:)}neN é il sistema ortonormale in L2 ~che si ottiene ortogonalizzando {z"},en

Si pud mostrare, ma qui non lo faro, che L%k) risolvono il problema di Sturm-Liouville

eD*L®) + (k+1—2)L®) = —pL®
Pit1 in generale, dato o > 0, le funzioni

L%oz) _ x—aean(xn-l—ae—x)

risolvono
eD?LY + (a+1— )L = —pL®

n
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5 Armoniche sferiche

In questa sezione scriveremo il laplaciano sulla superficie sferica, e ne determineremo le
autofunzioni.

5.1 1l laplaciano in coordinate generalizzate
Il laplaciano ¢ l'operatore

A:v.vzia;
i=1

Il linea di principio, nulla osta a ottenere la sua espressione nella variabile y, se x = ®(y),
determinando in in funzione delle derivate nelle variabili y. Chiunque ci abbia mai provato
sa che pero non é semplice e non ¢é la strada giusta, perché si perde di vista la struttura di
divergenza dell’operatore. Procediamo invece cambiando variabile nell'uguaglianza

/Va-Vﬂ——/Aaﬂ

valida per tutte le funzioni C;°. Ovviamente dx = J(y) dy, dove

0P
J(y) = |det —
() = |det
Inoltre 9
o Yj
aﬂ% - zj: 81‘1 ayj
e quindi

V. = (0071)'v,.

Scaricando la matrice sul primo termine, 'uguaglianza integrale scritta sopra diventa

/Jacb—l (001 V,a - V,Bdy = —/JAyaﬁdy.

Integrando per parti nel primo membro, ed uguagliando gli integrandi, si ottiene I’espressione
del laplaciano nella variabile y:

A, = %vy (7097 (9071)' V)

Questa espressione diventa piit elegante in termini della metrica indotta dal cambiamen-
to di variabili. Senza usare il linguaggio della geometria differenziale (che invece sarebbe
oportuno), data

.UV

consideriamo al primo ordine in h il vettore differenza
®(y +h) — (y) = 02(y)h
La sua lunghezza al quadrato, come elemento di V', é dato dalla forma quadratica

(0®h, 0Ph) = (9d' OPh, h)
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La matrice
g = 09'0d
é la metrica, cioé é la matrice che permette di ridefinire il prodotto scalare nello spazio delle

y, in modo che dia la lunghezza euclidea nello spazio delle x. Si noti che g dipende da y, ed
é una matrice simmetrica definita positiva.

Notando che

gt =00"" (8@‘1)t
e che

det g = det 09* = J?

é semplice scrivere 'espressione del laplaciano utilizzando g:

Ayo = det g g_lvya>

1

7=
Yy

det g
Oltre ad essere pitt compatta, questa espressione ha il vantaggio di avere significato anche
se ® non é un diffeomorfismo, ma ¢é solo una rappresentazione parametrica di una varita,
o, ancora pitl astrattamente, se g € una metrica assegnata su una varieta riemanniana. In
questi casi, I'operatore che abbiamo definito é 'operatore di Laplace-Beltrami.

5.2 A in coordinate sferiche e A g
In coordinate sferiche x = (z,y, z)

x =rsind cosy
y =rsind sing
z =rcosv

dove r > 0, ¥ € (0,7), ¢ = (0,27). Sia

r cos 1 cos —rsin ¢ sin ¢
Ox =x/r Oyx = | rcosvsinp J,x = | rsindcosyp
—rsint 0

Si nota che sono tre vettori ortogonali, dunque
da? = r?dv? + r?sin? 9 dp? + dr?
(rispetto alla precedente, in questa espressione, hy = dv, hy = dy, hy = dr).

Consideriamo la parte della metrica che dipende solo dalle variabili angolari, e per r = 1,
cioé consideriamo la metrica per la superficie della sfera unitaria S

_(t 0 4 (1 0 o,
g_(o Singﬁ)’ g _(o 1/sin219)’ detg = sin” .

Dunque l'operatore di Laplace-Beltrami é

- 1 079 . . 8,904 . 1 . 1 2
Aga0 = g (QD) (51n19 (onz/ <in? 19>) =y Oy (sin ¥ Oyar) + s doa.  (5.1)

Se invece consideriamo tutto il cambiamento di variabili, otteniamo 1’espressione del lapla-
ciano in coordinate sferiche

1 1 1
: - H? - 2 2
A = T Op (sin ¥ Oyar) + 2 gin? 8@04 + 2 Oy (r* 0,cx) (5.2)
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5.3 Le armoniche sferiche

In questa sezione troveremo le autofunzioni dell’operatore di Laplace-Beltrami sulla superficie
sferica, cioé le soluzioni del problema agli autovalori

Ngzar = Aav.
Procediamo per separazione di variabili: o = A(¥)B(yp). Si ottiene

1 _ A1,
sin 0 8,9(511&1981914) + mg QaB = )\A

che é risolubile solo se B”/B ¢ costante. Poiché ¢ é una variabile angolare, a meno di
combinazioni lineari con |k| fissato,

B=DBi(p)=¢c" kclZ

L’equazione per A diventa il problema di Sturm-Liouville

1 ) k2 A
sin 0 c%(smﬁ&gA) — Sin2 9 =\
Cambiando variabile u = cos ), con dy = —sind d,, si ottiene
k2A
Ay (1 —u*)0,A) — =\
(( u ) ) 1 — u2

di cui conosciamo gia un sistema completo di soluzioni in L2, dato dalle funzioni generalizzate
di Legendre:
A=-nn+1) Alu) = Gp(u)

Le armoniche sferiche sono il sistema ortonormale
ik
Yok = cnre ? Gy ) (cos(?))

con n > |k|, e dove ¢, ¢ un coefficiente di normalizzazione esplicitamente computabile.
Poiché
— i(k—h
YornYor = cmhcn,ke( )“"Gm‘h‘(cos V)G, || (cos V)

si vede che l'ortogonalita é dovuta all’integrazione nella variabile ¢, che da 0 se k # h.
Notando che f_ll f(u)du = [ f(cos¥)sind dv, si ottene la normalizzazione dall’uguaglianza

1 Lo
— = 27r/0 G () dy.

[
Anche se 1'ultimo integrale ¢ esplicitamente calcolabile, non ne riporto qui il valore.

Teorema 5.1. Armoniche sferiche
Le armoniche sferiche {Y”»|k|}kez |k SOTO UNa base per L?(S?; C)

In generale, Y, ;, e Y,,, , sono ortogonali se k # h, e se kK = h sono ortogonali se n # m perché
le corrispondenti funzioni generalizzate di Legendre sono ortogonali. Complessivamente, le
armoniche sferiche sono un sistema ortonormale di funzioni definite su S2. La completezza
segue dalla completezza del sistema e*% per le funzioni periodiche in ¢, e dalla completezza
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delle funzioni generalizzate di Legendre G, /(u), per n > |k|, per le funzioni nella variabile
u = v pesando lo spazio con sin 1.

A n fissato le armoniche sferiche sono 2n + 1. Indico con (Z, 9, Z) le componenti del versore
X, cioe
T =sinv cos g

sin ¥ sin ¢

SN
I

cos ¥
e quindi
r(2,9,2) = (z,y, 2)
Ricordo che G, j/(cosd) = (1 — cos? 9)H/2(DMG,,)(cos ) = (sind)* (D¥G,,)(cosd). Noto
che
¢ (sin )M = (cos psin ¥ £ isingsin¥)* = (& £ i)

con + a seconda del segno di k. Dunque le armoniche sferiche, espresse nelle variabili z, g, 2,
SONno
Yor = cor(@ +i9) M DHG,(2)

Consideriamo ora
n k| (4 s ~\|k|, .n—|k k ~
P7L<x7 Y, Z) =T Yng = Cn,kr‘ I(x + ly)l ‘T | ‘Dl |GTL<Z)

Osservo che
r* (2 + i)k = (z £ iy) M

¢ un polinomio omogeneo in x,y di grado |k|. Il polinomio D'¥IG, (Z) contiene solo i ter-
mini in 271Kl zn—lkl=2 zn—lkl=4 ote  che moltiplicati per ™~ *1 danno: 27—kl zn—lkl=2p2 —
2 RI=2 (2 4y 4 22),) 2R (22 4y 4 22)2) ete. Tutti i termini sono polinomi omogenei di
grado n — |k|. In definitiva P, & un polinomio omogeneo di grado n nelle variabili z,y, z.
Consideriamo ora il laplaciano di P,(x,y, z) = 7Y, x(9, ¢):

1 1
AP, = 1" NV + Yor—3 0:.(rr") = 1" H(Ag Yok + n(n +1)Yo) = 0
r T

Dunque P, ¢ un polinomio armonico di grado n. La relazione con le armoniche sferiche ci
fa notare che ci sono 2n + 1 polinomi armonici indipendenti di grado n (questa informazione
si puo ovviamente ottenere anche imponendo I’armonicita a un generico polinomio omogeneo

di grado n (vedi [CH])).

Concludo con una osservazione geometrica. Il sottospazio V;, delle funzioni L?(S? R) delle
autofunzioni di Ag2 di autovalore n(n+1) ha dimensione 2n+1 ed ha come base le armoniche
sferiche (dopo aver separato parte reale e parte immaginaria), per k = —n,...n. V, & in
biezione con i polinomi omogenei armonici di grado n.

Cambiando il sistema di coordinate sferiche (cioé cambiando la terna di riferimento z,y, z),
V,, rimane invariante, ma abbiamo a disposizione un altro sistema di armoniche sferiche.
Dunque, data M € SO(3) matrice di rotazione nello spazio, M mappa una combinazione
di armoniche sferiche in un’altra combinazione di armoniche sferiche. Equivalentemente,
mappa polinomi armonici omogenei di grado n in polinomi armonici omogenei di grado n.
Dunque, M agisce come una matrice (2n + 1) x (2n + 1). 1l sottogruppo del gruppo delle
matrici (2n + 1) X (2n + 1) che si ottiene variando M ¢ una rappresentazione del gruppo

SO(3).
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5.4 Funzione generatrice per i polinomi di Legendre

Ricordo che la funzione 1/|x| ¢ armonica per x # 0, infatti Al/|x| = —47(x). Sia x diretto
come l'asse e3, con |x| = R, e sia y di modulo r < R. Sia ¥ 'angolo tra x e y.

Dunque
1 1 1

Ix -yl N VR?+ 12— 2rRcos v N R+\/1+1r2/R? —2r/R cos?

Sviluppando in serie (che converge per r < R) si ottiene

v

dove la funzione non nulla @, (u) & un polinomio di grado n nella variabile u = cos . Ometto
la dimostrazione di questo fatto, perché mostreremo un’affermazione piu precisa.

La funzione ¢ armonica in y, dunque

+o0
_ 1 1 o o | |
0= nZ:O Rn+1 (Qn(cosﬁ)rg Op(r20,r™) +r g Op (sin ¥ Oy (Q, (cos 19))))

Passando alla variabile ©w = cos ¥ si ottiene

+oo ,,ﬂan
O = Z Rn+1

(n(n+ 1)Qn(w) + (1 — u*) @ (w))')

n=0

ma allora @), (u) ¢ una funzione non nulla che soddisfa

n(n +1)Qn(u) + (1 — u*)Q;, (w)) =0

quindi é proporzionale a G,,(u). Ponendo cos® = 1 nell’espressione iniziale, si ottiene

Y Q) = e = =Y
o Rnt1™™ ) /RT{y2 _9rR  R-—r _n:0 Rn+1

Quindi, @, (1) = 1. Ne segue che Q,(u) = G, (u).
I polinomi G, sono dunque “generati”’ dall’espansione in serie di 1/|x — y|, cioé

+o00

! = Za‘"Gn(cos )

VI+e?—2cosd —~

Esistono espressioni analghe anche per le altre famiglie di polinomi. Per esempio, per i

pOlinomi di Hermite:
t'rL
20t — 2
e = g —n!Hn(x).

n=0
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5.5 Espansione in multipoli del potenziale

Sia f(x) una densita di carica a supporto compatto. Il potenziale generato &

Vi = 1= [ s 0y

L’espansione della funzione di Green 1/(47|x —y|) ci permette di determinare a ogni ordine
in R = |x| 'andamento asintotico del potenziale. Infatti, per x lontano dal supporto di f,

1R 1
Vix)=— — "Gp(X -y d
0= 35 2 g | WG 317 0)
Il 2"-esimo momento di multipolo nella direzione x ¢ definito come
M) = [ 1"l 9)f(v) dy

Vediamo cosa si intende con questa definizione. Il termine di ordine piu grande per |x| — 400
si ottiene per n = 0, e il corrispondente momento di 1-polo, cioé di monopolo, é

Mo(%) = My = / f(y)dy

che ¢ la carica totale (il polinomio Gy coincide con uno). Dunque il termine di ordine piu

grande dell’energia potenziale &
1

— Mo
Ar|x|
che ¢ esattamente I’energia potenziale di una carica puntiforme di carica pari alla carica

totale della distribuzione f.
Il polinomio G;(x) ¢ x, infatti ¢ ortogonale a 1 e vale 1 in 1. Dunque il termine di dipolo ¢&

1

A7|x|?

fc-/yf(Y)dy

Si chiama momento di dipolo il vettore

m; = /yf(Y) dy.

L’energia potenziale dovuta a questo termine ¢ la stessa data da due cariche opposte lungo
m;, molto vicine... In termini matematici si tratta dell’energia potenziale generata dalla
distribuzione

m; - V5(X)

Il termine di dipolo da la prima correzione al potenziale di monopolo, che é di un ordine di
grandezza piu piccola. Nel caso di una distribuzione di carica totale nulla, il primo termine
significato ¢ quello di dipolo, cioé una carica complessiva nulla, vista da lontano, appare
come un dipolo.

Nel caso in cui il baricentro della carica positiva coincida con il baricentro della carica
negativa, anche il momento di dipolo é nullo, e il primo termine significativo é il termine
di quadrupolo. Per capire come é fatto, bisogna prima ricordare che |y|"G,(x-y) é un
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polinomio (armonico) omogeneo di grado n nella variabile y. Dunque il suo integrale potra

essere scritto come
Z n N R
mil...inxil e Xin

ZA17---in

dove ogni indice varia da 1 a 3, e il tensore m},
per la commutativita del prodotto.
Nel caso del quadrupolo, il tensore é dato dalla matrice simmetrica

A= [ (Gyey-glvt) sy

Il termine di potenziale di quadrupolo ¢ dunque

;€ invariante per permutazione degli indici,
n

1
47 |x|?

A

X - Ax.

Il termine di quadrupolo corrisponde al potenziale generato da due dipoli opposti e vicini
(quindi dalle derivate seconde della distribuzione puntiforme).

Il termine successivo, quello di ottupolo, ¢ governato da un tensore a tre indici che non
scrivo. Mostrero, attraverso ’espansione in armoniche sferiche, che in generale il momento
del 2™-polo rispetto a x dipende solo da 2n + 1 coefficienti.

5.6 Espansione in armoniche sferiche

In questa sezione userd spesso la notazione

L’'n—esimo polinomio di Legendre nella variabile cos ¢ ¢ una delle armoniche sferiche, 'unica
invariante per traslazioni in ¢ (cioé per rotazioni intorno all’asse e3). Per la precisione

[ 2
Gn(COS '19) = 271——|—1Yn70 (’19)

come segue dal fatto che le armoniche sferiche sono normalizzate a 1, mentre per GG, vale la

(3.2) a pagina
Consideriamo ora f = G, (X -y). Se scelgo come asse per le coordinate sferiche quello di y
ritrovo G,,(cosd), D’altra parte, per invarianza per rotazioni, deve comunque valere

Ng2Gr(x-y) = —nn+1)G(x-y)

Quindi G, (%X - y) deve essere una combinazione lineare delle armoniche sferice Y, ;(X), con
coefficienti che dipendono da y. D’altra parte, la funzione che stiamo considerando é una
autofunzione dell’operatore di Laplace-Beltrami anche nella variabile y, e sempre di auto-
valore —n(n + 1). Dunque i coefficienti sono combinazioni di armoniche sferiche in y. In
sintesi

Gu(X-3) = > D arnYur(R)Yanr(y)

k=—n h=—n
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e questa scrittura € unica, per ortonormalita della base prodotto. Poiché il prodotto scalare é
invariante per rotazioni, operando una rotazione di « intorno all’asse es, cioé una traslazione
nell’angolo ¢, il primo membro rimane invariato, mentre il secondo diventa

Z Z (o k(X )Y n(y)

k=—n h=—n

Dunque deve valere h = —k, cioé ay 5, = by0;.—p. Ricordando che Y, _;, =Y, , siamo arrivati

alla decomposizione
n
= bYor(%) Vk(®)
k=—n
Mostro ora che i coefficienti by, sono costanti. Ci sono vari complicati modi per farlo, che
forse fanno anche intuire perché sia cosi. Qui punto direttamente a provare il risultato. Se

scelgo y = x ottengo
1=Go(1) = ) biYou(X) Voi(X)
k=—n

Integrando su tutta la superifice sferica e usando 'ortonomalita delle armoniche, si ha

4 = ji: bh

k=—n

D’altra parte, per 'identita di Parseval

/ Gal- 9Pz dg = 3 [bu?
SxS

k=—n

Calcolo I'integrale al primo membro. Fissando X e scegliendo il sistema di coordinate sferiche
con e; = X, l'integrale in y da

2
/ dcp/ n(cosV)|?sin® dv = 27
2n+1

dove ho usato che la norma L? dell’'n—esimo polinomio di Legendre & 2/(2n+ 1), come segue
dalla (3.2)). Integrando nell’altra variabile si ha infine

(4m) 2 +1 Z|k|2

Sia by = 471 /(2n + 1). Le due identita trovate diventano

k=—n
Z lri]® = 2n + 1
k=—n

Non ¢ difficile provare che queste due indentita sono equivalenti a r, = 1 per ogni k. Sia r
il vettore di componenti 7, e sia u il vettore di componenti u, = 1.

e =l = el + ul® — 2r - u= 20+ 1) + (20 + 1) — 220 + 1) = 0

Quindi r = u. Abbiamo cosi provato la seguente proposizione.
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Proposizione 5.1.

n

2::Y%kck>?;;6a

k=—n

B 4
Cm+1

G%(i'y>

che ci permette di decomporre il potenziale generato da una distribuzione di carica in
armoniche sferiche.

Teorema 5.2. Espansione del potenziale in armoniche sferiche
Sia f una distribuzione di carica a supporto compatto. Il potenziale V' da essa generato si
sviluppa in armoniche sferiche:

+o0

+00
1 S o - N on
V(x) ZZWYn,k(X) /S ,Yu(®) [ Fey)e dp
n=0

Come conseguenza si ottiene che il momento di multipolo di ordine 2" dipende solo da 2n+1
coefficienti indipendenti.

Per un ulteriore approfondimento sui momenti di multipolo e la loro relazione con le armo-
niche sferiche si veda [CHJ.
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6 Operatori limitati

Se B; e Bj sono due spazi di Banach, indico con L£(Bj, Bs) lo spazio (di Banach) degli
operatori limitati da By a Bs, cioé gli operatori lineari A tali che esiste ¢ > 0 per cui

[Av[|5, < cl[v]s-

E semplice verificare che la limitatezza ¢ una proprieta che si conserva per combinazioni
lineari. Indichero con £(B) lo spazio degli operatori limitati da B in B.
Se T' € L(By, Bs), indico con Ker T il kernel (nucleo) di T

KerT ={veB|Tv=0}C B
e con Range 7' I'immagine di 7"
RangeT = {Tv € By|v € By} C By

Teorema 6.1. Limitatezza e continuita
T : By — By ¢ limitato se e solo se é continuo.

Dimostrazione. Se T ¢é limitato
|Tv —Tullp, = |T(u—v)|p, <clv—ulz

dunque é lipschitziano e quindi continuo. Se 7' é continuo, ¢ continuo in 0, dunque dato
e =1, esiste § > 0 tale che se ||v||g, < ¢ allora |Tv||p, < 1. Poiché

ro = Mo (L)
5 \Ivls,

e I'argomento di 7" ha norma J, vale

||V||B1

)
quindi 7" ¢ limitato e ||T|| < 1/6. O

ITvls, <

Si definisce norma di un operatore limitato 7" il numero

. Tv
I = inf{e > 0 [T]ls, < cllvlls,} = sup Lvlze
vz0 |IvlB,
E facile osservare che
IT|| = sup |[Tv|,= sup |Tv|p,= sup |[TVv|s,
Ivliz, =1 Ivlis, <1 Ivils, <1

Come conseguenza della definizione di norma,
1Tv][5, < Tl v]s,
da cui si ottiene che dati T' € L(B;, By) e S € L(Bs, Bs), allora

ST < [ISIIT ]
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Teorema 6.2. L(Bj, B;) & uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Mostriamo che é uno spazio completo rispetto alla norma. Sia 7, una
successione di operatori limitati, di Cauchy rispetto alla norma. Per ogni v € By:

dunque T, v é di Cauchy in By. Poiché By é completo, T,,v converge a un elemento di By
che indico con T'v.

E facile mostrare che T'v é lineare. Resta da mostrare che ¢ limitato e che ¢ il limite in
norma, operatore di 7,,. Poiché T,,v — Tv in By, Infine

(T —T,)v| = lim ||T,,v—"T.v| <limsup||T, —T.| ||Vl
m—+00 n—-+00

Ma fissato € > 0, esiste N tale che se m,n > M ||T,, — T,,|| < &, dunque per n > N
(T = Tn)v < ellv]
Questa disuguaglianza implica che T é limitato e che

lim [T —T,| =0

m—-+00

Facciamo qualche esempio.

Esempio 6.1. Proiettori

Sia M un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert H. Sia Pjs il proiettore su M. La sua norma
e 1, infatti [|[Pyv|| < ||v], e se v.e M allora Pyv =v.

Esempio 6.2. Isometrie

Se T € L(B) & biettivo, lineare, e conserva la norma, 7' & una biezione isometrica (che tra un po’
chiameremo operatore unitario). Nel caso di spazi di Hilbert, la proprieta di conservare la norma
coincide con la proprieta di conservare il prodotto hermitiano. Infatti vale la seguente identita di
polarizzazione (da verificare per esercizio)

(0, v) = 2 (Ju+v|? = fJu = v|* = iu+iv]® +illu - iv]?) (6.1)

| =

Esempio 6.3. Operatori di moltiplicazione

Sia ¢ una funzione limitata, allora
Myf —¢f
& un operatore limitato ed & evidente che

1Mo < [ lloo-

Mostrerd successivamente che vale 'uguaglianza, e che I'operatore di moltiplicazione é limitato se e
solo se la funzione ¢ & limitata.
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Esempio 6.4. Operatori integrali

Sia g(x,y) una funzione di due variabili in  x €, e sia

Kf(x) = /Q o(z,) Fly) dy

K é detto “operatore integrale” e la funzione g é detta “nucleo integrale”. Questo operatore & ben
definito se g(x,y) & L? in y, infatti in tal caso I'integrale esiste e verifica

Kf(@)P < |If]? /Q 9z, ) dy

Da questa espressione si nota che 'operatore ¢ anche limitato, infatti

J 1 F@P do < g1 ey 117

e dunque
1K < ll9llz2@xe)

Come vedremo, un operatore integrale puo essere ben definito e limitato anche se ¢ non é in L?
nelle due variabili.

6.1 Operatori illimitati

Molti operatori importanti non sono limitati, e quindi non sono continui,

Consideriamo per esempio 'operatore di derivazione 9, per le funzioni di L?*((0,1)). Trala-
sciamo per ora il problema di come si possa veramente definire su funzioni L? che non sono
derivabili, e limitiamoci a osservare come lavora su una base, per esempio quella di soli seni,

Y/ 2/msin(kx).
O, sin(kx) = k cos(kx)

dunque

| Ox ]| = [K|

Quindi 'operatore non ¢ limitato. Lo si puo definire su tutto L? assegnando valore 0 alle
funzioni non derivabili.

Nel caso di operatori non limitati, é essenziale descrivere con chiarezza il dominio di defi-
nizione, che, nel caso di operatori interessanti, ¢ sempre un sottospazio denso. Quindi, for-
malmente, un operatore non limitato sara la coppia (A, D(A)), dove D(A) é un sottospazio
denso, e A ¢ lineare su D(A).

Esempio 6.5. Operatore di derivazione

In L2(R), Voperatore 0, & definito a valori in L? su C§°, ma anche su C}, o sulle funzioni C' con
derivata quadro-sommabile. Questi tre sottospazi sono tutti possibili domini di definizione di 9.

E una facile conseguenza del teorema di prolungamento delle funzioni uniformemente conti-
nue il seguente

Teorema 6.3. Teorema di prolungamento
Sia (A, D(A)) un operatore, D(A) denso e A limitato su D(A). Allora esiste, unico, un
prolungamento continuo di A a tutto lo spazio.
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Dimostrazione. Per esercizio. OJ

Gli operatori illimitati non sono invece prolungabili con continuita.

Esempio 6.6. F come operatore

La trasformata di Fourier ¢ un operatore integrale, con nucleo g(\,z) = e_ix)‘/ V27 che ¢ solo
limitato e non ha nessuna proprietd di sommabilitd (ha modulo 1). Cio nonostante, F & continuo
in L? (in particolare & isometrico).

Infatti viene definito nello spazio delle funzioni C* a descrescenza rapida. Si mostra che su questo
spazio € invertibile, che I'inverso si ottiene con il nucleo coniugato, e che conserva il prodotto scalare.
Dunque ¢ continuo e per densita si prolunga a una biiezione isometrica su tutto L2

Esempio 6.7. Operatore di moltiplicazione

Se ¢ non ¢ limitata su (2, 'operatore di moltiplicazione M, non ¢ limitato. Sia 2 =Rep =1 +22.
Un possibile dominio di definizione di M,, ¢ il sottospazio delle funzioni a supporto compatto. Un
altro ¢ il sottospazio delle funzioni f tali che

/(1 + 222 |f < +o0
R

Esempio 6.8. Operatori di convoluzione

Un caso particolare di operatore integrale & quello di operatore di convoluzione:

<Kﬂu»:/‘mx—wﬂm

n

In questo caso g(x — y) certamente non puo essere sommabile nelle due variabili. D’altra parte

<Kﬁ@ﬂ=/’¢wﬂx—w

n

o
KA < [ dedys dyal o = )l £ = )] lg(wn) a(oe)
Poiché
| 1@ =l e =l de < 1712
si ha

1K £17 < Mgl 11112,

cioé K ¢ limitato se g € L'. Anche in questo caso, & opportuno pensare I'operatore come definito
sulle funzioni C&°, caso in cui ¢ chiaro che I'integrale esiste se g € L'. Poi si nota che si tratta di
un operatore limitato in L? e lo si estende per densita.

Esempio 6.9. Operatori di convoluzione in trasformata di Fourier

Rivediamo gli operatori di convoluzione in Fourier, in particolare in dimensione 1. In trasformata di
Fourier, le convoluzioni si trasformano in prodotti (anche in questo caso, le identita seguenti vanno

46



provate prima con f € C3° e poi estese per densita):

Fove L [ avei [ aygte
RKI0) = o= /R dee /R dyg(z — ) f(y)
dz dye AV g(z — y)e N f(y)

1
B V2T /R2
= V2mg(A) f(A)
Dunque l'operatore K in Fourier é 'operatore di moltiplicazione
f -V 27rgf

che & continuo se e solo se § ¢ limitata. Una condizione sufficiente & che g sia il L', infatti

. 1
l9lloc < 5-llgllx

Per esercizio si generalizzi questo esempio a R".

Esempio 6.10. Ancora operatori integrali

Do ora una condizione piti generale per la limitatezza di un operatore integrale K di nucleo g. Sia

M:maX(SHp/dzzfg(ZhZQ)L Sup/dzﬂg(?«‘l,@)’a > (6.2)
Q Q

z1E€Q 29€Q)

Se M < 400, allora K ¢ limitato e | K|| < M. Infatti

IKFIP < | dedys dpelgta, )l oG] )] 1 o)

Usando che )
|fyo)l 1 f(y2)| < §|f(yl)|2 + | f(y2)?

e riconoscendo che i due termini hanno lo stesso valore, si ha

1K FI2 < /Q Ay £ ()2 /Q delg(z, 31)] /Q dyslg(e, )|

Stimando con M 'ultimo integrale, si ottiene

2 2
IKFI2 < M /Q dy £ ()] /Q delg(a,y)

Stimano con M ['ultimo integrale, si ottiene
1K £ < M2 £

da cui la tesi.
Per esercizio, mostra che se g(z,y) = g(z — y) con g € L', M ¢ limitato.

Esercizio 15. Operatori di moltiplicazione

Data ¢ limitata, e considera I'operatore di moltiplicazione M. Dimostra che |[My|| = ||¢||sc. Nota
che in generale non esiste f € L? tale che || f]| = ||¢]lco|lf]|; fai un esempio di questo fatto e mostra
che ne segue che la sfera unitaria di uno spazio infinito dimensionale non & compatta.
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Esercizio 16. Operatori di convoluzione

Sia g(z) = sinx/x. Nota che & una funzione di L?, e trova la sua trasformata di Fourier ricordando

che )
/sm(a:z;) = 7sign («)
x

(I'integrale va inteso nel senso del valore principale). Osserva che g(\) & proporzionale alla funzione
caratteristica dell'intervallo [—1, 1]. Mostra che l'operatore

R

Kfw) = gim [ =0 5 q,

¢ ben definito su S., ¢ continuo in L2, e quindi & prolungabile ad un operatore su L2, che ha
I’espressione integrale, nel senso del valore principale,

Kfw) = [0 ) ay

ma il nucleo non ¢ in L.

Lo spazio delle successioni reali
l(R) = {{@x }ren Z ‘ffk|2}
con il prodotto scalare

(2, y) = > Exi
k

é uno spazio di Hilbert reale separabile, che ¢ in isometria con tutti gli spazi di Hilbert reali
separabili. Infatti, dato H, sia {ej}reny una base, e sia

T:v— {(ek7v>}k€N
Per Bessel-Parseval, T' ¢ una isometria biettiva.

Analogamente, lo spazio delle successioni complesse

05(C) = {{antrezl > 12]*}

con il prodotto scalare

(.T, y) = ngyk

é uno spazio di Hilbert separabile, in biezione con tutti gli spazi di Hilbert complessi. Si
noti che indicizzare le successioni in N o Z ¢ del tutto equivalente. Nel caso complesso uso
7. perché sto pensando all’esempio dato della serie di Fourier.
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7 Trasformata di Fourier

Indichero con S., lo spazio di Schwartz, cioé le funzioni C* da R in C, con le derivate che
decrescono piu rapidamente di ogni polinomio:

See = {f € C®(R,C)| Vk,n >0 Jep, Vo € R(1+ |2]F)[D"f| < crn}-

In [FM] par. 3.2 trovate la dimostrazione che la trasformata di Fourier:

~

(FHA) = F(A e M f(x)

=7 e

¢ biettiva da S in S, e che la sua inversa é
)

F @) = = / ¢ ()

Inoltre F (e F~!) & un’isometria rispetto al prodotto L*:

[FNaoar= [ Fgte) ds

Questa identita equivale all’identita distribuzionale

/ P AN = §(z — y)
R

Queste affermazioni discendono dal fatto che, per funzioni regolari la trasformata di Fourier
traduce regolarita in decadimento all’infinito e viceversa:

F(D"f) = (A)"F(f)
OF[ = F((—ix)"f(x))

7.1 La trasformata di Fourier in L*(R)

Usando la densita delle funzioni CJ° in L*(R), si ottiene la densita delle funzioni S., in L?(R),
dunque F e F~! si prolungano a due funzionali continui su L?(R), uno l'inverso dell’altro,
e che conservano la norma. Dunque F ¢ una isometria biettiva da L*(R;C) in sé¢. Nel
teorema di prolungamento, si mostra che se f = lim,,_,,, f, allora lim,,_,, ., F f, converge a
un elemento dello spazio, che non dipende dalla successione, e questo valore é per definizione
Ff.

Osservo che le funzioni di L? a supporto compatto sono anche in L', dunque la loro trasfor-
mata di Fourier ¢ ben definita. Inoltre, data f € L?, fr(z) = f(z)X{|z|leL} ha supporto
compatto e tende a f in L?. Dunque, per definizione

Insisto su un punto. Se f ¢ in L2, nulla sappiamo della sommabilita di f. Pero l'esistenza
del prolungamento di F garantisce che, q.o. in A, esiste il limite scritto sopra, e che questo
limite ¢ L? in A\. Dunque per funzioni f € L? che non siano in L', I'integrale che definisce
la trasformata di Fourier va inteso come valore principale, cioé¢ come limite degli integrali
u [—L, L].
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7.2 La trasformata di Fourier in L!(R)

Se f € L'(R), la trasformata esiste e

[Ff] < 1l

|
V2T
Inoltre, poiché e é continua in A e limitata da 1, per convergenza dominata Ff(\) é

continua in A (si noti che questa proprieta ¢ falsa se si ha solo f € L?).
Inoltre, se f € C' e f, f' € L'(R) allora

FI'(A) =iAFf(A)

—idz

dunque

IFFN < ===l Nl

V2 |)\|
e quindi tende a 0 per A — +o0.
Per densita delle funzioni C' a supporto compatto in L', si ottiene che se f € L'(R), allora

lim Ff(\) =

A—Eo0
(questa asserzione ¢ una variante del lemma di Rienmann-Lebesgue).

La trasformata di Fourier in L' non ¢ biettiva sulle funzioni continue, ma rimane iniettiva.
La prova non ¢ immediata ma non ¢ difficile. Sia f € L'(R), dati a,b tali che —co < a <
b < +o0, consideriamo la funzione

b+z
/fa:+t yar= [ foa

Usando la sommabilita di f, é semplice mostrare che che g ¢ una funzione continua in a, b, .
Infatti, dati due intervalli Iy = [a) + z1,b1 + 21] e Iz = [ag + X2, b + x9),

g[;Jﬂ@Mx

che tende a zero se la misura di I;Aly tende a 0, come accade se (ag, by, x2) — (a1, by, z1).
Mostriamo che g € L'(R):

fl@)ydz — [ f(z)dx
I I

b
E@mwmnslcyéu@+wa:w—@wm
Inoltre g ¢ in L*(R). Infatti
b b
nmzémesAMAmlMM@HMMwmmw—WMﬁ

Questa stima si ottiene stimando fab |f(x+ty)|dty con || f]|1, pol integrando in dz ottenendo
un altro fattore || f||;, infine integrando in dt; tra a e b. 1l calcolo di g(A) é facile, e da:

b
mnzﬂ»/eMMt
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(si noti che e” A f(x +t) é sommabile in da dt, con (x,t) € R X [a,b], dunque si puo usare
Fubini).
Fissati a e b, se f(A) = 0 q.o. allora §(\) = 0 q.0. Poiché g € L? e F ¢ un’isometria biettiva
in L?, ne segue che

lgll2 = 1lgll2 =0
e dunque g(x) = 0 q.o. in z, ma essendo g continua g(z) = 0, in particolare in z = 0, da cui
ottengo che fabf(m) dz = 0 per ogni a e b. Ma allora [, f) = 0 per qualunque boreliano, e
dunque per qualunque misurabile, in particolare sul supporto della parte positiva e su quello
della parte negativa, e dunque f é nulla quasi ovunque.

7.3 Completezza dei polinomi di Hermite e di Laguerre

La completezza in L2 (R) con w = e*" dei polinomi di Hermite ¢ equivalente al fatto che se
f € L? verifica per ogni n € N che (z", f),, = 0, allora f deve essere nulla.

Sia dunque f € L2(R), con (2", f), = 0 per ogni n € N. E immediato notare che e’1* €
L2 (R), per ogni & > 0, infatti [e=*"+»I7 & finito, Ne segue che

e @ el7l f(z) € LY(R)
Questa asserzione serve per poter usare il teorema di convergenza dominata:
/ 1)\acf / —x? Z n d[E
R neN

A ) fissato, la serie dei moduli é sommabile, infatti vale la stima

[ S Blniswlar = [ ereipw)ar

neN

Dunque usando Fubini si puo invertire 'ordine dell’integrazione e della somma, ottenendo

che
.7-“( Z/ "f(:z:)dx:()

neN

infatti tutti i termini della serie sono nulli, per I'ipotesi su f. Dall’iniettivita della trasformata
di Fourier in L', segue che e~ f(x) ¢ nulla quasi ovunque, dunque f & nulla in L2 (R).

La completezza in L2 (R") con w = e~ dei polinomi di Laguerre & equivalente al fatto che
se f € L2 (R") verifica per ogni n € N che (2", f),, = 0, allora f deve essere nulla.

Seguendo il [CH|, sembra che, usando la trasformazione x = y* si possa mostrare che la com-
pletezza dei polinomi in Lz_y2 (R) sia equivalente alla completezza dei polinomi in L2__(R™).
Pero c’é qualche dettaglio che non torna, quindi, seguendo il suggerimento di uno di voi,
faccio una dimostrazione diretta usando lo stesso procedimento usato per la completezza dei
polinomi di Hermite.

Sia dunque f € L2, e sia (2", f), = 0 per ogni n € N. Con il cambiamento di variabili
2 .
x = 2° si ha

+00 +oo ) +o0o 5
0= / e ‘2" f(z)dx = 2/ e " 2" f(2%) dz :/ |zle™* 2*"g(2) dz
0 0

—00
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dove g(z) = f(2?). La funzione g ¢ in L _.»(R), infatti

[t 5(z) = / e = [ o)

Si mostra facilmente che e’l?l € L|2| 2, per ogni 6 > 0. Ne segue che

“2Lz)elg() € L) (R)

Ma allora, per convergenza dominata,

/ gl g() s — / = 3 gy ao = 3 / BV 2g(2) dz

neN neN

I termini con n dispari sono nulli perché |z|g(z) ¢ pari. Se n = 2k l'integrale ¢

/ e 2% |2|g(2)dz = 0
R

/ o|z]g(2)dz = 0 VA
R

Per iniettivita della trasformata di Fourier in L!,

per l'ipotesi. Dunque

e " |zlg(z) =0 q.o.

e quindi g é nulla, da cui f =0 q.o..
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8 Operatori da H in sé

Considero adesso un caso particolare di operatori lineari, quelli che vanno da H in R per
spazi reali (in C per spazi complessi). Tali operatori vengono detti funzionali lineari. Nel
caso finito dimensione, una applicazione lineare da R™ in R &

n
Lx = E ZiZ;
i=1
per opportuni coefficienti z;,7 = 1...n, cioé

Lx = (z,x)

In dimensione infinita, fissato z € H il funzionale
Lx = (z,x)

é lineare continuo, e poiché, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, |Lx| < ||z [|x]|, e
scegliendo x = z si ottiene che

L]} = [l
Osservo inoltre che

|z = sup |(z,x)|.
xi[x=1

Anche in dimensione infinita i funzionali lineari sono tutti e soli quelli ottenuti mediante
prodotto scalare con un vettore fissato, come mostra il seguente teorema.

8.1 Teorema di rappresentazione di Riesz

Sia L un funzionale lineare continuo in H spazio di Hilbert reale o complesso. Essendo L
lineare, Ker L ¢ un sottospazio chiuso. Se Ker L = H, la scelta z = 0 dimostra il teorema.
Mostriamo invece che se Ker L non ¢é tutto H, il suo ortogonale ha dimensione 1.

Siano vy, vy € (Ker L) non nulli: sia
Lvi=a; Lvy =y

(entrambi non nulli, per ipotesi sulle v; e vq, che sono nell’ortogonale del nucleo). Ma allora
L(vi/aq — va/a) =0

e dunque (vy/a; — va/ay) € Ker L. Ma per ipotesi v; e vy sono non nulli e ortogonali al
nucleo di L, dunque
Vl/Oél —VQ/OéQ =0

Ne segue che esiste un vettore vy di norma 1 tale che
(Ker L)* = {av| o € R}
Poiché L ¢ continuo, Ker L é chiuso, dunque (vedi punto a pagina

H = Ker L @ (Ker L)*.
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Sia v € H; decomponendolo
v = (vo,V)vg + (Vv — (vo, V)vp)
dove (vg,Vv)vg ¢ la proiezione di v su (Ker L)* e dunque v — (v, v)vy € Ker L. Ne segue
Lv = (vo,v)Lvo = (2z,v) e |L]| = ||z]|
con z = Lvovy.

Nei testi questa dimostrazione é pit semplice, perché viene apparentemente saltato il pas-
saggio di provare 'unidimensionalita del kernel di L. Funziona in questo modo. Sia vy
un vettore unitario in Ker L*; dato u, il vettore (Lvg)u — (Lu)vy ¢ nel Ker L, infatti
L((Lvo)u — (Lu)vy) = 0. Dunque

0 = (vo, (Lvo)u — (Lu)vy) = Lvy (vo,u) — Lu  da cui Lu = Lvj (v, u) = (v, u)

dove v = Lvqvy.

Il motivo per cui propongo una dimostrazione piu lunga ¢ che mi sembra piit semplice ricor-
darsi alcuni passaggi se ho in mente cosa deve dimostrare, rispetto a ricordarsi un “trucco”.
Naturalmente il trucco su usato, € identico a quello che permette di provare che la dimensione
dell’ortogonale al kernel ¢ uno.

Per uno spazio di Banach B, lo spazio di Banach di tutti i funzionali lineari e continui é
detto duale di B e si indica con B’. Per uno spazio di Hilbert H il duale si identifica con H
stesso mediante il teorema di rappresentazione di Riesz.

La possibilita di identificare H' con H permette di definire 'aggiunto di un operatore da
H a H (nota che per uno spazio di Banach B 'aggiunto ¢ un operatore in £(B’))

8.2 Operatore aggiunto
Sia A € L(H), fissiamo un vettore u € H e consideriamo 'applicazione
H>v—(uAv) €R
E evidentemente un funzionale lineare in v, e verifica
(1w, AV)| < [[ull [AV]] < A [[all v]
Per il teorema di rappresentazione, esiste u tale che per ogni v:
(u, Av) = (1, v)

E facile dimostrare che @ dipende linearmente da u, dunque esiste 'operatore lineare A* tale
che u = A*u, dunque
(u, Av) = (A™u,v)

Passando ai coniugati si ottiene (Av,u) = (v, A*u).

Proviamo che A* é limitato.

[A*a = sup |[(A™w,v)[ = sup [(u, Av)] < [|A]} [[u]

[[vi=1 [vi=1
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Ne segue A* ¢ limitato e che
1A < [|All

Allo stesso modo,

[Av][ = sup [(u, Av)| = sup [(A"u,v)| < [[A"[||[v]

f[ull=1 [[ufl=1
dunque [|A|| < ||A*|| e dalle due disuguaglianze si ottiene
[A™] = Nl All-

Inoltre
A** — A

infatti per ogni u e v,
(A"u,v) = (u, A"v) = (Au, v).

Infine, sempre a proposito delle norme, sia u # 0:
[Aul|* = (Au, Au) = (A" Au,u) < [[A"A] u|* < A ]A"] ul]
Dividendo per ||u||? e passando al sup si ottiene
IA]I* < | A Al < Al A = || AP

quindi
|AAll = [| Al

Usando che A*™* = A, si prova facilmente che ||AA*|| = || A|*
Definizione: A é autoaggiunto se A* = A.

E facile provare che

(AB)* = B*A*.

Se A ¢ invertibile e continuo, il teorema dell’applicazione aperta garantisce che A~! ¢
continuo. Inoltre

L= I} = [AA7Y] < [|A]l [A*]| e dunque [|A][ A7 > 1.

Pit in generale, questo teorema é vero in spazi di Banach.

E anche facile mostrare che

(A7 = (A7)

Nel caso di spazi vettoriali reali di dimensione finita, le matrici autoaggiunte sono le matrici
simmetriche, nel caso di spazi vettoriali complessi di dimensione finita la matrice associata
all’aggiunto ¢é la coniugata della trasposta.

Esempio 8.1. Aggiunto degli operatori di moltiplicazione

Sia h una funzione data, e sia M}, € L(L?) 'operatore di moltiplicazione
My f(x) = h(z)f(x)
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My f(x) = h(z) f ()

Dunque M}, é autoaggiunto se e solo se h & reale.

Esempio 8.2. Aggiunto degli operatori di moltiplicazione in /,

Sia zx una successione, e sia M, € L(ly) dato da
(M.x) = 2wy

E facile verificare che || M,|| = supy, |2x|. Inoltre M} = Ms.

Esempio 8.3. Aggiunto degli operatori integrali

L’aggiunto dell’operatore integrale K f(x) = [, g(x, y) f(y) dy & Voperatore K* f(x) = [, ¢*(x,y) f(y) dy,
dove g*(x,y) = g(y,x) (lo si verifichi per esercizio). Ne segue che se g & reale e simmetrico, K ¢
autoaggiunto (ma non & una condizione necessaria).

Esempio 8.4. Aggiunto degli operatori di convoluzione
Nel caso di una convoluzione g(z,y) = g(x — y), dunque ’aggiunto ¢ 'operatore di convoluzione di
nucleo g(y — x). Se g ¢ reale, 'operatore ¢ autoaggiunto se g ¢ una funzione pari.
Poiché la trasformata di Fourier del nucleo dell’operatore aggiunto & g, la condizione di autoaggiun-
tezza dell’operatore &
g(A) =g(A)
cioé se g é reale.
Si noti che per una funzione reale la trasformata di Fourier € reale se e solo se la funzione é pari.

Esercizio 17. L’aggiunto di F

Si provi, per esercizio, che F* = F~!. Un operatore il cui aggiunto coincide con l'inverso & detto
unitario. Usando la decomposizione polare del prodotto hermitiano in somme e differenze di
quadrati, si mostri per esercizio che se T' &€ un’isometria biettiva, allora T' & unitario.
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9 I teoremi dell’alternativa per operatori di rango finito

In questo capitolo discuterd dell’analogo infinito-dimensionale dei teoremi sulla risolubilita
delle equazioni lineari nel caso finito dimensionale. Premetto un semplice esempio che mostra
che non sara argomento banale.

9.1 Lo shift su (,(N;R)

Gli operatore di shift permettono di fare esempi semplici sulle differenze tra il caso finito
dimensionale e il caso infinito dimensionale.

Sia S : f5 — ¢y definito da
S(.To,l'l,l'g...> = (0,550,33'1 )

cioé S é l'operatore che shifta in avanti di un posto la successione, mettendo 0 come primo
elemento. Prova i seguenti fatti.

a. S ¢ iniettivo, infatti
Ker S = {0}

ma non suriettivo, infatti

Range S = {0} x /o
(ricorda che invece un’applicazione lineare da R™ in sé é iniettiva se e solo se é suriettiva).

b. S conserva il prodotto scalare, ma non essendo biettivo non ¢ un operatore unitario.

c. Laggiunto di S é definito da
S*(ﬁojml,{fg...) = (1'1,{132...)

che é lo shift a sinistra.

d. S*S=1 maSS*£1

Ker S* =R x 0N Range S* = I,

Da questo esempio si vede che in dimensione infinita, un operatore puo essere iniettivo senza
essere suriettivo e viceversa. Inoltre la dimensione del kernel di un operatore puod essere
differente dalla dimensione del kernel dell’aggiunto.

Riassumo qui i risultati principali sulle equazioni lineari in spazi di dimensione finita, e
discuto la loro estensione al caso di spazi di dimensione infinita.
Sia A una matrice n X n in campo complesso, e sia b assegnato, e consideriamo il problema
dell’esistenza di x € C" tale che

Ax =b

SL 1. Se det A # 0, per ogni b esiste una ed una sola soluzione: A ¢ invertibile, e I'equazione
omogenea associata ha solo la soluzione nulla.
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SL 2. Se det A = 0, 'equazione omogenea associata ammette un sottospazio non banale
di soluzioni, e I'equazione Ar = b ammette soluzione (non unica) se il rango della
matrice completa & uguale al rango di A (Rouché-Capelli). Questa affermazione é
infatti equivalente al fatto che b é combinazione lineare delle colonne di A, cioé che b
¢ nel Range A

La nozione di determinate e di rango di una matrice non si esportano facilmente al caso
infinito-dimensionale, ma i risultati precedenti possono essere riscritti in termini piu adatti
al caso infinito dimensionale.

Premetto un’osservazione valida in generale negli spazi di Hilbert.

Teorema 9.1. (Range A)* = Ker A*
Sia y € Range A, dunque esiste z tale che y = Az;

7 € (Range A)t <= Vy € Range A (y,2) =0 <= Vz (Az,7) =0
< Vz (2,A%1) =0 < z € Ker A*

Dunqgue

(Range A)* = Ker A.
La stessa conclusione vale scambiando A e A*.

Da questo fatto, in dimensione finita, se A é un operatore da C™ in sé:
C" = Range A @ Ker A" = Range A" @& Ker A (9.1)

inoltre, poiché il rango di una matrice ¢ il massimo numero di colonne linearmente indipen-
denti, e anche il massimo numero di righe linearmente indipendenti,

dim Range A = dim Range A*
da cui, usando la doppia decomposizione di C" fatta sopra, si ottiene

dim Ker A = dim Ker A*

Il teorema di Rouché Capelli si pud dunque riformulare cosi: Ax = b ha soluzione se e solo
se b ¢ nell'immagine di A, cioé se e solo se b & ortogonale al nucleo di A*. In generale la
soluzione non ¢ unica a meno che Ker A non sia banale, ma in tal caso lo ¢ anche quello di
A* (perché hanno la stessa dimensione) e dunque per qualunque b il sistema ha soluzione
unica.

Riassumendo, in dimensione finita

df 1. C" = Range A ® Ker A*
df 2. dim Ker A = dim Ker A*

Da questi fatti segue che A ¢ invertibile se e solo se Ker A # {0}, infatti vale la seguente
catena di equivalenze:

e A ¢ suriettivo se e solo se Range A = C"

e Range A = C" se e solo se Ker A* ¢ banale (per df. 1)
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e Ker A* ¢ banale se e solo se Ker A ¢ banale (per df. 2)
e Ker A ¢ banale se e solo se A ¢ iniettivo.

Inoltre df. 1 afferma che Axr = b ha soluzione se e solo se b é ortogonale a Ker A*, e la
soluzione non & unica se i kernel non sono banali.

In dimensione infinita risultati di questo tipo (che sono veri solo per opportune classi di
operatori) si chiamano teoremi dell’alternativa, perché affermano che o I'equazione Az = b
ha soluzione per ogni b, e in tal caso é unica, o ha soluzione solo se b é ortogonale al nucleo di
A* (e in tal caso non ¢ unica). Piu formalmente, do una definizione. Un operatore limitato
A verifica i teoremi dell’alternativa se

dim Ker A = dim Ker A*

e Range A ¢ chiuso, e dunque
H = Ker A* @ Range A

Naturalmente la condizione sulla dimensione dei nuclei é interessante sono nel caso siano
finito-dimensionali.

Esempio 9.1. L’equazione lineare per gli shift

Rileggiamo in termini di risolubilita di equazioni lineari I’esempio sull’operatore di shift S. Anche
in questo caso
lo = Range S* @ Ker S = Range S & Ker S*

Dunque Sz = b ha soluzione se e solo se b & ortogonale al Ker S*, cioé se by = 0. Si noti che la
soluzione se esiste & unica. Invece S*2 = b ha soluzione per ogni b ma non é unica, perché il Ker S*
¢ non banale. In questo esempio, é vero il “teorema di Rouché-Capelli”, ma é falso che la dimensione
dei nuclei di S e S* siano uguali.

Considero ora un altro esempio istruttivo.

Esempio 9.2. L’equazione lineare per gli operatori di moltiplicazione

Sia ora h = ﬁ, e sia My, f(z) = h(z)f(x) = 1f+x2 Questo operatore ¢ limitato e autoaggiunto
in L?(R), con il nucleo banale. D’altra parte M, f = b ha soluzione solo se b(x)(1 + z2) € L*(R),
dunque la condizione di nucleo banale dell’aggiunto non corrisponde alla risolubilita dell’equazione

lineare. Il motivo ¢ che, in generale, dal fatto sempre vero che Ker A* = (Range A)* si ottiene
H = Ker A* @ (Ker A*)1 = Ker A* @ Range AT —Ker A* @ Range A

Dunque dalla banalita di Ker A* si ottiene la densita del Range A, non che Range A sia tutto H.
Nell’esempio che sto considerando, & facile vedere che My L? ¢ denso (basta notare che M} porta
Soo in s¢), mentre My L? non ¢ tutto L2. Infatti

1/(1 +2?) € L*(R)

ma la soluzione di
1 1

/@ = ¢ f=1¢ LR

Dunque in questo caso
L*(R) # Range Mj, © Ker M;

Quello che accade é che Range M}y, non & chiuso.
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Questo esempio mostra che si puo sperare di riprodurre i risultati finito dimensionali solo
per classi di operatori che abbiano I'immagine chiusa.

Riassumendo: anche in dimensione infinita, dato A € L(H), si ha
(Range A)* = Ker A*
ma da questo si puod solo concludere che

H = Range A ® Ker A* = Range A* ® Ker A

In dimensione infinita gli operatori che piu somigliano a quelli dei casi finito dimensionali
sono gli operatori di rango finito. Per definizione, un operatore continuo 7" é di rango
finito se e solo se la dimensione del RangeT" ¢ finita. In particolare questo implica che il
Range T' é un sottospazio chiuso, essendo finito dimensionale.
Prima di studiarli, premetto una definizione. Dati due vettori a e b, indico con a ® b il loro
prodotto tensoriald’| come l'operatore in £(H) definito da

a®bf=a(,f)

Nota che la matrice associata a a ® b ¢ la matrice che si ottiene moltiplicando il vettore
colonna di a per il vettore riga b coniugato, cioé (a ® b);; = a;b;.
La sua norma operatoriale & ||a|| ||b]| (esercizio) e il suo aggiunto &

(a®b)" =b®a,
infatti

((a®b)"y, ) = (y,a@bx) = (y,a(b,x)) = (b, 2)(y, a) = (b(y, a),x) = (ba,y), z) = (bQay, x)

Verifica per esercizio che se {e;}}_, ¢ una base ortonormale per un sottospazio finito M,

allora
n

Z er ® ey ¢ il proiettore su M
k=0
9.2 Operatori di rango finito

Sia T' ¢ un operatore di rango finito, e sia {p;}?, una base per RangeT. Per ogni f si puo
decomporre T'f nella base per Range 7"

n n

Tf= Z(pi,Tf)pi = (T*pi, Fpi = Y (@, )i

i=1 =1

dove ¢; = T*p;. Usando la definizione di prodotto tensore,

T= Zpi ® Gi (9:2)
i=1

2Non é veramente il prodotto tensoriale di a e b, perché, per come ¢é definito, ¢ ® b é una forma bilineare
su H' x H, mentre il prodotto tensore ¢ definibile, per esempio, come forma bilineare su H' x H', vedi [RS].
Nel caso di H reale la differenza non si nota.
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da cui .
T" = Z qi Q pi
i=1

Ne segue che I'immagine di 7™ é lo span dei vettori ¢; dunque anche 7™ é di rango finito. Si
noti che definisce comuque un operatore di rango finito, con RangeT = span{p;} ,,
anche se i p; non sono ortonormali, e anche se i p; non sono indipendenti.
Per quel che riguarda il problema lineare Tz = b, si nota subito che KerT" ha dimensione
infinita e dunque T non ¢ un operatore invertibile, inoltre Range T™* & chiuso (perché di
dimensione finita) dunque

H =KerT" ® Range T

e Tz = b ha soluzione (non unica) se e solo se b é ortogonale al nucleo di 7. In questo senso,
il teorema di Rouché-Capelli vale per gli operatori di rango finito.

Esercizio 18. Operatori di rango finito

Sia T' = ", ¢; ® pi. Mostra che se dimRangeT = n, allora {p;}}_; ¢ un sistema di n vettori
linearmente indipendenti e {¢;}} ; & un sistema di n vettori linearmente indipendenti.

In pratica gli operatori di rango finito sono degli operatori finito dimensionali, immersi in
uno spazio infinito dimensionale, quindi la teoria delle equazioni lineari per questi operatori
é banale. Piu significativo ¢ il caso di perturbazioni di rango finito dell’operatore identita,
cioé lo studio di I —7T'. L’interesse per questo tipo di operatori discende dalla ricerca degli
autovalori di 7', infatti A ¢ un autovalore di 7' se e solo se Ker (A\I — T") ¢ non banale.
Sviluppare la teoria per I — T" permettera dunque di considerare il problema agli autovalori
Tu = Au, nel caso di autovalori non nulli.

9.3 I-T con T dirango finito

Sia 1" un operatore di rango finito dato da

T = Zpi & q;
i=1

Sia M il sottospazio finito (e dunque chiuso) generato dai vettori p; e ¢;, con i € 1,...n.
Poiché M ¢ chiuso
H=MaM™*

Per definizione di M:

RangeT C M, dacui M+t C KerT*
RangeT* C M, dacui M* C KerT

Poiché H si decompone in somma diretta di M e M=, posso scrivere i suoi elementi, in modo
unico, come somma di elementi di M e di M*: 2z = z); + 2., con 2py € M e z, € M*.
Vediamo come agisce I —T"

I-T)z=I-T)ens+I-T)z, = (I —T)za + 21
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infatti 2z, € M+ C KerT. Si osservi inoltre che (I — Tz, € M. Ne segue che
Ker(I-T)={zpyeM:(I—-T)zy =0}
che coincide con il nucleo della restrizione a M dell’operatore I —T. Analogamente
Ker(I-T")={z2peM:(I-T")zp =0}.

Su M, che é di dimensione finita, gli operatori I — 7T e I —T™ sono uno 'aggiunto dell’altro,
dunque
dimKer (I —T7) = dim Ker (I — T*) < +o0. (9.3)

Studiamo ora le immagini. Dall’identita (I —T")(za + 21) = (I —T)(2um) + 21 si ottiene che
Range(I-T)=(I1-T)(M)® M~

dove (I — T)(M) C M ¢ I'immagine della restrizione a M dell’'operatore I — 7. Dunque
I'immagine ¢ somma diretta di M+, che é un sottospazio chiuso, e dell’immagine della re-
strizione di I —T" a M, che é un sottospazio finito e dunque chiuso. Ne segue che I'immagine
é somma diretta di due sottospazi chiusi ortogonali tra loro, dunque ¢ un sottospazio chiuso
(lo si provi per esercizio). Lo stesso risultato vale per Range (I — 7). Quindi

H =Ker(I-T)® Range(I—-1T")
=Ker(I-T7")@® Range(I—1T)

Questa uguaglianza, insieme alla (9.3)), dimostra che per gli operatori del tipo I — T, con T
di rango finito, valgono i teoremi dell’alternativa.

Un’osservazione finale: se Ker (I — T") ¢ banale, esiste I'inverso che ¢ un operatore limitato.
Nel caso in cui il kernel non sia banale, e 'equazione (I—T)x = b abbia soluzione, la soluzione
é della forma = = xg + z1, con zg € Ker (I — T) soluzione qualunque dell’omogenea, e x;
unica soluzione di

(I—-T)x; =0b conx; € (Ker (I—-T))*

La soluzione in x; € unica perché I — T ristretto all’ortogonale al suo kernel ¢ anche iniettivo
oltre a essere suriettivo, dunque ¢ invertibile e I'inverso é continuo. In particolare esiste C' tale
che ||z1|| < CJb]|. Una stima di questo tipo, cioé che a meno della soluzione dell’omogenea,
la soluzione dell’equazione é ottenuta da b mediante un operatore limitato, sard vera tutte
le volte che potremo dimostrare un teorema dell’alternativa.

9.4 Equazioni integrali di Fredholm per nuclei separabili

Considero L?(€;R) e sia g(z,y) un nucleo integrale assegnato e sia b una funzione data.
L’equazione

flz) - /Qg(:v,y)f(y) dy = b(x)

é detta equazione integrale di Fredholm. Sia

Kf(z) = /Qg(x,y)f(y)-
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Il suo aggiunto ¢

K f(z) = /Qg(yjfb)f(y)

Il nucleo ¢ é separabile se
g(z.y) = > pil)a(y)
i=1

con p; e ¢; in L?(Q). In tal caso

n

Kf(z) = Z(Qz‘, fpi()

i=1
¢ di rango finito, quindi per I'’equazione

(- K)f =
valgono le conclusioni descritte prima.

Nella dimostrazione del teorema dell’alternativa per gli operatori di rango finito, abbiamo
proiettato su M che contiene il range di K e di K*. Nella pratica si procede esplicitamente,
limitandosi a proiettare sul range di K*. Come esempio userd operatori integrali a nucleo
separabile, ma la teoria € del tutto generale.

Consideriamo il problema di trovare soluzioni all’equazione di Fredholm f — K f = b per un
nucleo separabile g. Allora

K1@) = Yoo [ 6wy =3 n)a. )

Siano A;; = [, ¢;(z)p;(x) dz. Moltiplichiamo scalarmente 'equazione per ¢;:

n

(4, /) = > (i 01) (a5, F) = (¢, D)

Jj=1

Indichiamo con f; = (¢;, f) e b; = (q;,b). Si ottiene il sistema
j=1

Se la matrice I — A ¢ invertibile, il sistema ha sempre soluzione, e la soluzione del sistema
originario €

fla) =" fipi(x) + b(x)
j=1
(si noti che sull’ortogonale ai p; la funzione f coincide con b). Se la matrice non ¢ invertibile,

il sistema ha soluzione se e solo il vettore (by,...b,) € ortogonale al nucleo della matrice
I — A*. Consideriamo I'equazione aggiunta

) = Y a5(o) | piuhty) =0
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e moltiplicliamola scalarmente per p; indicando con h; = (p;,h). Si ottiene 'equazione
omogenea aggiunta

hi - zn: Ajihj =0
j=1

Se questo sistema lineare ha soluzioni non banali, il kernel di I — K* ¢ dato dalle funzioni h
tali che

h(z) = Z hiq;(z)
i=1
La condizione di ortogonalita di un vettore b a queste soluzioni ¢
(b,h) =0 <= > hi(g,h) =0 < > hib;=0
i=1 i=1

cioé esattamente 'ortogonalita del vettore (by,...b,) ai vettori (gi,...g,) nel nucleo della
matrice I — A*.

Esercizio 19. Un’equazione di Fredholm a nucleo separabile

Mostra che ’equazione

1
f@) =3 [ o) dy = bi)

ha sempre soluzione, e determinala.

QQuesto esercizio si risove cosi: si ha

f@-5 y F(y) dy = b(z)

dunque se fosse noto il valore di
1
Cy = / v’ f(y)
-1

la soluzione sarebbe semplicemente
1
f(x) = b(%) + §Cfl’

Moltiplicando per z* l'equazione e integrando, si ottiene un equazione per Cy:

/_1 xBf(x)dx—Cf/_ll gf(x)dx:/_l 23b(z) d

1 1
Cioe
1 o
Cp—-Cf= / 22b(z) dw
5 -1
che ha sempre soluzione:
1
Cy = —/ 23b(x) dz
4./
Dunque 'equazione di partenza é sempre risolubile. Noto infine che le soluzioni dell’omogenea
si ottengono per b = 0 e sia ha Cy = 0 e dunque f = 0, cioé¢ il nucleo ¢ banale.
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Esercizio 20. Un’altra equazione di Fredholm a nucleo separabile

Sia ora

1
fa) -2 / () dy = b(x)

-1

2

Mostra che ha soluzione se b(x) = x“, ma non se b(z) = z.

Procedendo come sopra, definisco

1
C%’==j[1y3f(y)dy

3

moltiplico 'equazione per z° e integro, ottenendo

1
Cr—Cr= /1 23b(z) dor

che non ha soluzione se f_ll 23b(xz)dz # 0, e in tal caso I'equazione di partenza non ha

soluzione. Invece, se f_ll 23b(z) dz # 0, 'equazione per C; ¢ risolta da qualunque Cy dunque
la soluzione é data da

o) = ch +b(a)

Nota che {cx}.er ¢ il sottospazio delle soluzioni dell’omogenea, mentre {cz®}.cg ¢ il sotto-
spazio delle soluzioni dell’omogenea del problema aggiunto.

9.5 Piccole perturbazioni

Estendiamo la teoria fatta per I — T con T di rango finito. La teoria di questa estensione é
iniziata con lo sviluppo in serie di polinomi dei nuclei integrali regolari, che evidentemente
da un’approssimazione di rango finito all’operatore integrale. Qui presento direttamente la
versione astratta dei risultati.

9.6 Operatori piccoli e serie di Neumann

In dimensione finita, se A é una matrice invertibile e B una matrice qualunque, per continuita
del determinante,
se || ¢ suff. piccolo, allora det(A —eB) #0

e dunque A — eB é invertibile. L’uso della norma operatoriale permette di chiarire meglio il
valore di €. Consideriamo per semplicita A = I. Ricordando che

g
keN

vorremmo provare che

(I-B)'=) B

keN

La serie a destra (detta serie di Neumann) ¢ totalmente limitata se || B|| < 1 infatti

1
184 < X IBI = +—5
2 2 B

keN keN
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dunque converge in norma ad operatore limitato. Per la convergenza totale, possiamo
moltiplicare a sinistra termine a termine per I — B e ottenere

+oo +oo
—B)Y B =) (B"-B") =) B*-) Bf=pB'=I
keN keN k=0 k=0

e, poiché B commuta con tutte le sue potenze, lo stesso si ottiene moltiplicando a destra.
Dunque la serie di Neumann effettivamente definisce 'inverso di I — B.

Se A ¢ invertibile, allora, formalmente,

(A=B)'=(I-A"'B) A7 =) (A7'B)FA™

keN

e analogamente
(A=B)'=A"> (BA™!

keN

Le serie convergono se |[A™'B|| < 1 ||[BA™!|| < 1. Poiché e |A7'B]| e |[BA™!|| sono mag-
giorate da ||[A~!|| || B||, ne segue che per la convergenza ¢ sufficiente che ||B] < 1/||A71].
Ne segue che il sottoinsieme degli operatori invertibili é un aperto nella topologia data dalla
norma operatoriale.

9.7 Equazioni integrali di Volterra

Un’equazione del tipo N
f(z) —/0 9(x,y) f(y) dy = b(x)

Si chiama equazione di Volterra. Nota che se vuoi trovare una soluzione dell’equazione
differenziale ordinaria lineare non omogenea

f(t) = a(t)f(t) + g(t),
integrando da 0 a ¢ ottieni
70 = [ ats)s(s) s = 10+ [ ats)as

e questa é un’equazione di Volterra. (in generale le equazioni differenziali ordinare si possono
trasformare in equazioni integrali).
Nota anche che questo é un caso particolare di equazione di Fredholm.

Tornando all’equazione di Volterra, considero funzioni in Q = [0, ¢], e assumo che il nucleo
sia una funzione continua e limitata |g(z,y)| < M. Indico con

l
&Jz/g@wﬂww

¢
Kof = [ ooty = [ senriy <o f)d
Considero le due equazioni di Fredholm e Volterra corrispondenti, con p numero reale.
f—uKpf=0b f—pKyf=0
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E facile provare che
|Kpf(z)] < M|l

e che la stessa stima vale per Ky f. Dunque, per p abbastanza piccolo, cioé se |u| MY|| fll <
1, entrambe le equazioni sono risolte dalla serie di Neumann applicata a b, sommata in L.
In particolare, nel caso di Fredholm, si riconosce la serie di Neumann dentro la seguente
espressione di f in funzione di b, ottenuta iterando ’equazione:

+o0o
Fa) =S [ gt oo se) v )b don -+ i
n=0 "

In realta, ’equazione di Volterra é risolubile per ogni i, come é facile provare. Infatti si puo
fare una stima migliore K{;b:

[yl <

x Y1 Yn—1
/ dyﬂf(l’,yﬂ/ dka(ybyZ)/ dynk<ynflayn>b(yn) <
0 0 0
x Y1 Yn—1
<o [ [T g [T b)) dy < Pl
0 0 0

dunque la serie di " K{;b converge per qualunque p.

Esercizio 21. Equazioni di Fredholm e di Volterra per nuclei L?
Mostra che se g € L2((0,£)?) allora Kr e K, sono due operatori limitati, e dunque per p piccolo le
equazioni
f—uEpf=b e f[f—-pKyvf=0>
hanno soluzione per ogni b.

Mostra che 1’equazione di Volterra ha soluzione per ogni i, assumendo che |g(z,y)| < p(x)q(y) con
p,q € L2((0,£)). Suggerimento: RIFARE E CHIEDITI SE PUOI FARLO VIA COMPATTI O CON
ALTRE TPOTESI SU ¢

mostra iterativamente che puoi stimare K{;b con

@ 1 Yn—1 1/2
IK30|* < o] [Ip] dy [ dys--- dyn@®(y)P* (1) - Eyn)p*(vn) | -
0 0 0

Usa il fatto che, se a(y; ...y,) ¢ positiva e simmetrica per permutazioni delle variabili, allora

€z Y1 Yn—1 1
/ dyl/ dyz'--/ dyna(yr, ... yn) = ,/ dy -+ dyna(y1, - - yn)
0 0 0 . Jo,z»

per concludere che
( Cg)nfl
vn!

Ky <
e che dunque f — uKy f = b ha sempre soluzione.

Passo ora a piccole perturbazioni di operatori di rango finito. Premetto un’osservazione,
facile da dimostrazione: sia A é un operatore di rango finito, e sia B un operatore limitato,
allora

AB e BA sono di rango finito.
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Teorema 9.2. Piccole perturbazioni di operatori di rango finito
Sia K un operatore di rango finito, R un operatore con ||R|| < 1, T = R+ K. Per l'operatore
I — T wale il teorema dell’alternativa di Fredholm.

Dimostrazione. Dimostrazione. Definendo A = I — R e notando che A ¢ invertibile (in serie
di Neumann) perché |R|| < 1, riscrivo

I-T=(I-R ~-K=A-K=A(I—-A"'K)=A(I-29)
con S = A~'K operatore di rango finito, perché K ha rango finito. Passando all’aggiunto
I-T"=(—-8")A"
Per la teoria svolta sugli operatori di rango finito,
dim Ker (I — §) = dim Ker (I — 5)

Inoltre
Ker (I —T) = Ker (A(I = 5)) =Ker (I —5)

perché A é una biiezione, e
Ker (I —T*) = Ker ((I — S*)A*) = A*'Ker (I — 5%)
perché A* & una biiezione. Quest’ultima identita implica che
dimKer (/ —T*) =dimKer (I — §*) =dimKer (I — 5) =dimKer (I —T) < +o0
Controllo la chiusura dell'immagine di I — T}
Range (I —T') = Range (A(/ — S)) = ARange (I — S)

e dunque é chiusa, perché I — S ha immagine chiusa e A ¢ un omeomorfismo. O
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9.8 Convergenza debole

Nello studio dell’equazione delle onde e nella meccanica quantistica € essenziale studiare il
problema agli autovalori
Tx = Az cioé¢ ( AI-T)x =0

Il risultato perturbativo del capitolo precedente si pud applicare a questa equazione solo
se la perturbazione R ha norma piu piccola di A. Dunque se vogliamo usare il teorema
dell’alternativa per studiare il problema agli autovalori per ogni A\, dobbiamo considerare
operatori che sono di rango finito a meno di una perturbazione arbitrariamente piccola.
Dobbiamo cioé¢ identificare quali sono gli operatori che sono limite di operatori di rango
finito. Mostrero che si ottiene un sottospazio pit grande di quello degli operatori di rango
finito.

L’estensione dei teoremi dell’alternativa a una classe di operatori pit ampia di quella degli
operatori di rango finito ¢ un argomento ha a che fare con la compattezza in spazi di Hilbert.
Osservo innanzi tutto che i chiusi e limitati in spazi di Hilbert infinito dimensionali non
sono compatti. L’esempio piu semplice ¢ quello costituito dalla successione costituita dagli
elementi di una base ortonormale: sono tutti vettori di norma 1, ma sono a due a due
ortogonali, dunque ||e;, — ex|| = v/2 e la successione non puo convergere.

D’altra parte, se K & un operatore di rango finito, 'immagine mediante K di un insieme
limitato é un limitato in un sottospazio finito dimensione e dunque é precompatto. Mostrero
che questa é esattamente la proprieta conservata da operatori che sono limite di operatori di
rango finito.

Pero é piu semplice formulare questa parte di teoria in termini di successioni debolmen-
te convergenti: in termini fisici, si tratta di spostare lo sguardo dalla successione agli
osservabili, cioé ai prodotti scalari con altri vettori.

Definizione.
La successione f,, converge debolmente a f e si indica con

fn—f, = VYge H (g fn) = (9,f)

Non ¢ difficile provare che il limite debole é unico, e che se f,, — f in norma, allora f, — f.
Inoltre in spazi di dimensione finita f, — f se e solo se f,, — f in norma (lo si dimostri per
esercizio). In dimensione infinita ’equivalenza é falsa, come mostra questo esempio.

Esempio 9.3. Convergenza debole a 0 di vettori ortonormali

Sia {en }nen un sistema ortonormale infinito, allora

e, — 0
infatti,
(en,g) = gn — 0 perché Z ‘gn|2 < H9H2
n
per la disuguaglianza di Bessel. D’altra parte ||e,| = 1, dunque e, non converge a 0 in norma.

Chiamerd spesso convergenza forte la convergenza in norma.

Utilizzando il principio dell’'uniforme limitatezza (conseguenza del lemma della categoria di
Baire) si dimostra facilmente il seguente importante fatto.
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Teorema 9.3. Limitatezza delle successioni debolmente convergenti
Se f, = f, allora f, é limitata, cioé esiste ¢ > 0 tale che, per ognin, || f.]| < c.
Inoltre

1]l < liminf || £,

Dimostrazione. Dimostro prima il secondo punto.

1717 = (7 £) = Jim (", £) < ||| iminf |7,

n—-+o0o

e dividendo per || f|| si ottiene la tesi.

Del secondo punto si puo dare una dimostrazione a mano nel caso separabile, ma comunque
é pia utile imparare il teorema di Banach-Steinhaus da cui discende piti semplicemente.
Ometto la dimostrazione.

Proposizione 9.1. Condizioni equivalenti di convergenza debole
Sono equivalenti:

(a) f" converge debolmente a f

(b) f™ élimitata ed esiste un sottospazio denso W tale che per ogni w in W la successione
(w, f) converge a (w, f)

(c) f™ é limitata, e esiste una base {ey }ren, tale che per ogni k si ha (ex, f™) — (ex, f)

Inoltre, se ™ ¢ limitata ¢ (ex, ™) — f(k), allora f = > ff(k)er € H e f"— f.

Dimostrazione. Usando la limitatezza delle successioni debolmente convergenti, ¢ immediato
verificare che il punto (a) implicae (b) per qualunque sottospazio denso, e (c¢) per qualunque
base.

Proviamo che (b) implica (a). Sia g € H. Poiché W ¢ denso, dato ¢ esiste g. € W tale che
g — ge|| <. Dunque

(g, [") = (9. O <19 = g, [" = DI+ (g, £7 = O < I+ sup Lf])De + [(ge, [ = f)]

e il secondo membro tende a 0 in n a ¢ fissato. Dunque (g, f™) — (g, f).

Proviamo che (c¢) implica (b). Sia W =span{e,}k € N. E immediato verificare che per ogni
w € W, si ha che (w, f*) — (w, f), infatti w é una combinazione lineare finita di vettori eg.

Per provare 'ultima asserzione, supponiamo che (e, f*) — z;. Per il lemma di Fatou
2 . n\ |2 . . n\|2 __ 1: : n||2
g |2]* = ghzn l(ex, fM)|° < hn%szg l(ex, [M)|° = hmnlnf 1 f"]° < 400

Dunque f = Y epzp € H, e vale (eg, f*) — (ex, f). A questo punto si conclude usando
(c). O

Esercizio 22. Un controesempio

Come controesempio all’impicazione (¢) = (a), considera la successione non limitata

2n
fn: Z €.

i=n-+1
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Prova che per ogni e; vale (e, f*) — 0, d’altra parte calcola ||f"|| e mostra che diverge. Trova
g € H tale che (g, f™) non tende a 0.

QUIIT
L’indebolimento della nozione di convergenza permette di riottenere la precompattezza per
successioni (debole) dei limitati, molto utile in analisi funzionale.

Teorema 9.4. I limitati sono debolmente precompatti

Lo dimostro facendo vedere che una successione f, limitata ammette una sottosuccessio-
ne debolmente convergente. Sia {e}reny una base. Poiché ||f,|| < ¢ per ogni n, da
Fn(0) = (eg, f) si puo estrarre una sottosuccessione ni(k) convergente a un numero g(0)
per k — 4o00. Considero ora fm(k)(l) = (€1, fni(k)). anche questa successione ammette
una sotto-successione, che indico con ny(k), convergente, a un numero §(1). Iterando questa
costruzione, ottengo le sotto-successioni n;(k), ognuna sottosucessione delle precedenti, per
cui fnj(k) (7) = (&), fa;)) — 9(j). Per k > j la successione ny(k) ¢ uma sottosuccessione di
n;j(k), dunque, per ogni j,
Fric(3) = (€55 Frnry) = 9(9)

A questo punto, uso (c) del teorema precedente e concludo che la sottosuccessione trovata
converge debolmente.

E il caso di ricordare che il teorema di Banach-Alaoglu garantische che i chiusi e limitati
del duale di uno spazio di Banach sono compatti rispetto alla topologia x—debole, e che se
uno spazio ¢ separabile, allora la topologia x—debole ¢ metrizzabile, dunque la compattezza
equivale alla compattezza per successioni, e questo ¢ esattamente il caso degli spazi di Hilber
separabili.

Si noti infine che usando il teorema di Hahn-Banach si dimostra che i sottoinsiemi convessi
sono chiusi se e solo se sono debolmente chiusi. Dunque il teorema precedente assicura che
i convessi limitati chiusi sono debolmente compatti.

Come mostrato sopra, una successione di vettori ortonormali converge debolmente a O.
Generalizziamo questo esempio.

Proposizione 9.2. Un esempio utile
Sia {ex fren un sistema ortonormale completo, e sia f una successione limitata, cioé || f*]] <
C, con f" nell’ortogonale di span{ey}r<n. Allora f* — 0.

Dimostrazione. Infatti, per ogni k, (fy,er) = 0 non appena n > k. Dunque per il punto (c)
del teorema precedente f,, — 0. O

Quelli che seguono sono risultati semplici che pero saranno utili nelle applicazioni successive.

Teorema 9.5. Convergenza debole, convergenza forte
Se f* — f e g" — g in norma, allora

(f"9") = (f,9)

Dimostrazione. Infatti

(" 9") = (Ll <A™ " = I+ = Lol < A Hlg™ = gll + 17" = . 9)
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Il primo termine tende a 0 perché g" — ¢ in norma e || f"|| é limitata, il secondo tende a 0
perché f* — f. m
Si noti che se f* — f e g" — g non é in generale vero che (f", g") — (f,g). Per esempio
e, — 0, ma (e,,¢e,) =1

Ci sono alcuni esempi chiave di convergenza debole a 0 che coinvolgono aspetti interessanti
della teoria delle funzioni.

Esempio 9.4. Convergenza debole a 0 per oscillazione

Analogamente al caso l(N), in l3(Z) si ha e, — 0 per k — Fo00. Usando l'isometria tra L?((—, ), C)
e l3(Z), si ottiene che la successione e** converge debolmente a 0 per k — 400. Questa asserzione
& evidentemente un caso particolare del Lemma di Rienmann-Lebesgue, perché equivale a

lim / f(z)e e dz =0

k—+oo

per f € L?((—m,),C).
Il Lemma di Rienmann-Lebesge si dimostra per funzioni sommabili, che include anche il nostro caso,
perché f € L?((—m,w),C). implica f € L'((—n,7),C).

Esempio 9.5. Convergenza debole a 0 per concentrazione e dispersione
Sia g positiva a supporto in (—M, M) e di integrale 1. Come noto,

T

1
=—g(— Y
9-(7) Eg( - ) (2)
nel senso delle distribuzioni; sia f. = /g.. Ovviamente || f;|| 2 = 1, mentre
fe—0pere—0

infatti se h & una funzione limitata a supporto compatto

1 M
(1) = = [ ha@)ValaRde = V& [ hea)/afe) da

che tende a 0. Ricordando che le funzioni limitate a supporto compatto sono dense in L?(R), si
ottiene che f. — 0.
Anche per € — 400, f. — 0, infatti se h & in L',

(b 1) < 1202 g, 0

Usando la densita delle funzioni L' N L> in L? si ottiene la tesi. In questo caso f. tende debolmente
a 0 percheé la sua norma L? si spalma su tutto lo spazio.

Esempio 9.6. Convergenza debole per traslazione all’infinito

Sia f € L?(R), e sia f.(z) = f(x —r) la sua traslazione a destra di r, che ne conserva la norma L?.
E facile mostrare che f, — 0 per r — +oo. Sia infatti g € L?(R). Poiché anche f & il L?(R), dato

e > 0 esiste M tale che
/ fP<ee / @ <e
|x|>M |z|>M
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Sia ora n > 2M

“+00

r/2
/R 9(0)] |f (@ — )| dz = / l9(@)| 1f(x — )| + / 9(@)] 1z — 1)

—o0 r/2

Usando Cauchy-Schwartz, il primo termine risulta minore di ||g||z2(r) || f|l£2((—o0,—r/2)); il secondo
di | fll2w) 1912 ((r/2,400)), entrambi stimati da costante per e perché r/2 > M.

In pratica, la norma di f.(z) = f(z — r) si sposta verso +o00, e dunque, integrando f, contro una
funzione g di L? che ha necessariamente la norma concentrata al finito, si ottiene una quantita
evanescente.

Esempio 9.7. Convergenza debole in trasformata di Fourier

L’isometria data dalla trasformata di Fourier trasforma la convergenza debole per oscillazione (cioe
Rienmann-Lebesgue, veds il punto a pagina in convergenza debole per traslazione all’infinito
e viceversa. Infatti, se f € L2(R),

F (¥ f(x)) (A) = F(A = p).

Usando I'esempio precedente e che F, essendo un’isometria, porta successioni debolmente conver-
genti in successioni debolmente convergenti, se ne deduce che, per ogni g € L?(R);

li ipx —
m ] e f(z)g(z)dz =0

Nota che f, g € L?(R) implica che il prodotto & in L!(R).

Puo essere utile rivedere alcuni degli esempi precedenti in termini di convergenza forte e
debole di operatori.

9.9 Successioni di operatori
Data la successione T,, € L(H) e T € L(H)
e T, converge in norma a T se ||T,, — T|| — 0

e T, converge fortemente a 7' se, per ogni x € H, T,,x converge in norma a Tz, cioé
| Thx —Tz|| =0

e T, converge debolmente a T se T,z — T cioé per ogniy € H (y,T,z) — (y, Tx)

Si osservi che T, converge debolmente a 71" se e solo se, per ogni f € H, la successione T}, f
converge debolmente a T'f.

Consideriamo alcuni esempi.

Esempio 9.8. Convergenza di sequenze di Proiettori

Data una base, sia P, il proiettore su span{ey}r<, La successione P, converge fortemente all’iden-
tita, infatti dato u

lu = Poul® = |ix|* = 0
k<n

perche ¢ il resto di una serie convergente (la serie ¢ convergente per la disuguaglianza di Bessel).
Equivalentemente, I — P, che ¢ il proiettore ortogonale su span{eg}r>n+1, converge fortemente a
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0. D’altra parte I — P, ¢ il proiettore sull’ortogonale, dunque ha norma 1 e la convergenza non vale
in norma.

Se {ex}ren @ un sistema ortonormale completo, si pud dunque scrivere l'identita

I:Z(Ek@ek,

keN

dove la serie converge fortemente ma non in norma.

Esempio 9.9. Convergenza di operatori di traslazione
Sia S, € L(L*(R)) definito da
Sef(z) = flz—r)

Abbiamo gia mostrato che f(x — r) tende debolmente a 0, dunque S, tende debolmente a 0 per
r — 400, ma non fortemente.

Usando l'isometria data dalla trasformata di Fourier, si ottiene che anche 'operatore di moltiplica-
zione

M, : f(z) = e " f(2)

tende debolmente a 0 (ma non fortemente) per r — +o0.

Esercizio 23. Convergenza delle iterate degli shift

Sia S™ € L(¥2) I'iterato n-esimo dello shift a destra di un posto, cioé lo shift a destra di n posti. Si
mostri per esercizio che S™, che conserva la norma /s, tende a 0 debolmente ma non fortemente, Si
congsideri ora il suo aggiunto S™* che & lo shift a sinistra di n posti. Si mostri che ha norma 1, e che
tende fortemente a 0, per la disuguaglianza di Bessel.
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10 Operatori compatti

Torniamo ai teoremi dell’alternativa.

10.1 Operatori compatti

Definizione: T é un operatore compatto se e solo se porta insiemi limitati in insiemi
precompatti.

Si provi per esercizio che T ¢ compatto se e solo se f, — f implica Tf, — Tf, cioe
\Tf. — Tf| — 0. Per completare questa dimostrazione serve il seguente risultato che si
dimostra nei corsi di analisi di base: in uno spazio metrico, la successione x,, converge a x
se e solo se per ogni sottosuccessione esiste una sua sottosuccessione che converge a x.

Proposizione 10.1. Proprieta degli operatori compatti
oc 1. Se T ¢é compatto e B ¢ limitato, allora TB e BT sono compatti (per esercizio).
oc 2. Gli operatori di rango finito sono compatti (per esercizio).

oc 3. 1l sottospazio degli operatori compatti é chiuso, cioé se T, — T e T, sono compatti,
allora T é compatto.

oc 4. 1l sottospazio degli operatori di rango finito é denso nel sottospazio degli operatori
compatti, cioe T & compatto se e solo se & limite di operatort di rango finito.

Dimostrazione. Proviamo oc 3: sia f, — f esia T,, — T, con T}, compatti. Per ogni n ed
m:
1T fo =T < 1T = Toall (Lfull + 1LF1D) + (1T frr — T £

Per m abbastanza grande, |7 —T,,|| & piccolo, e a m fissato, essendo T}, compatto, ||, fn —
Tnfll = 0 in n. Dunque [|[T'f, — T f|| va a zero e quindi 7" ¢ compatto.

Se T,, sono operatori di rango finito, e T, — T, allora T é compatto per il punto precedente.
Proviamo il viceversa, cioé che per ogni T compatto, 1" é limite di operatori di rango finito.
Fissiamo una base e sia P, il proiettore su V,, =span{e;, }7_, e P il proiettore sull’ortogonale.
Sia T, = TP,. Per costruzione T,, ¢ di rango finito e T'— 7T, = T P;-. Supponiamo per assurdo
che ||T—T,|| = ||TP| non tenda a 0, dunque passando a una sottosequenza che indico ancora
con n, ||[TPE| > ¢ > 0. Quindi esiste una successione f,, di vettori di lunghezza 1 tale che
TP, fall = €. Poiché 1 = |[full* = [ Pafull® + [Py full?, scegliendo g, = Py fu/||Py full € Va

che ha norma uno, si ha
IT Py gull = 1T Py full /1Py full = €.
Dunque abbiamo trovato g, ¢ V,, con ||g,|| = 1 tale che
ITfyl = TPy gull > ¢

Ma come abbiamo dimostrato nel teorema gn — 0, e dunque, essendo T' compatto,
| Tgn|l — 0, che é assurdo. O

Come abbiamo dimostrato nel teorema [9.2] se un 7' = K + R, K ¢ di rango finito e R ha
norma inferiore a 1, allora per T valgono i teoremi dell’alternativa. Questo é proprio il caso
degli operatori compatti.
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Teorema 10.1. Teorema dell’alternativa per operatori compatti

Se T & compatto, per operatore \1 — T, con X\ # 0, valgono i teoremi dell’alternativa.
Infatti, T' si puo approssimare con precisione arbitraria con operatori di rango finito, dunque
per € < |\|, esiste R. di norma minore di €, e K. di rango finito tale che

A —T=(\I-R.)-K.

con (A\I — R,.) invertibile. Procedendo come nel teorema[9.9 si dimostra la tesi.
Come corollario, si ottiene il risultato del teorema anche per operatori compatti.

Teorema 10.2. Piccole perturbazioni di operatori compatti
Sia K un operatore compatto, R un operatore con ||R| < 1, T = R+ K. Per l'operatore
I — T wale il teorema dell’alternativa di Fredholm.

Premetto agli esempi di operatori compatti qualche osservazioni sulla compattezza in /5.

Esempio 10.1. Sottoinsiemi compatti in /;

Sia a0 > 0, e sia

W=1{f bl S+ P < c< +oo)
k>0

W & un compatto di £5. Sia infatti f” una successione in W. Per ogni k,
(1+ [k fEP? < e

dunque per sottosequenze, f;' converge in n (va usato il solito argomento diagonale; continuo a
indicare con f™ le varie sottosequenze); chiamo Z il limite. Per il lemma di Fatou:

20\ 5. |2 P 2a0\| £n <
SO+ k)5l < limind 31+ k2 < ¢

k>0 E>0
e dunque £ € W. Mostro che la convergenza & forte:
5 1+ |k 5 2¢
n 2 2 2 n 2
SO - al Z\fk — 2"+ Z = 2l TR = < I -aP+ T mia
£>0 k=m+1 k=0

Scegliendo m abbastanza grande, il secondo termine pud essere reso piccolo a piacere, mentre il
primo, a m fissato, tende a 0.

Come applicazione, si osservi che se f € L?((—m,7),C) ¢ derivabile e la derivata ¢ in L?, allora

>+ k) fl? < 400

keZ
Dunque avere derivata limitata in norma L? & una condizione sufficiente per la compattezza

Approfondisco questo esempio. Si chiama spazio di Sobolev H™ lo spazio delle funzioni
L? con derivate fino all’emmesima in L?:

={r: /\Dif\2<+oo,i60...m}
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F uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

m

1=0

dove il prodotti a destra sono in L?. In serie di Fourier, H™ si identifica con

W= {f ) A+ [EP 4 RSl < oo}

keZ

L’esempio precedente mostra come i limitati di 4™ siano percompatti in 2, dunque i limitati
di H™ sono precompatti in L?. In altri termini, I'immersione naturale di H™ in L? & un
operatore compatto.

Esercizio 24.

Generalizza I'esempio mostrando che se aj & una successione positiva monotona crescente e diver-
gente, 'insieme

W={f el oadlfif <

k>0

& compatto. Mostra che sia l'ipotesi di monotonia sia quella di positivitd sono necessarie.

Come complemento a questo esempio, dimostra che l'insieme {f € L2(R") : [(1+|z|?)|f(x)|? dz <
¢} non & compatto (costruisci un controesempio con le funzioni a supporto in D compatto di R",
per le quali la limitatezza dell’integrale proposto non da nessuna informazione aggiuntiva oltre alla
limitatezza della norma).

Esempio 10.2. Compattezza degli operatori di moltiplicazione in /,

Sia () una successione in C. L’operatore
(Tf)r = Brfr
¢ continuo se [ € limitata e

TZSI;PWH-

Sia ora T, = T'P,, dove P, ¢ il proiettore sulle prime n + 1 componenti, cioé (Tnf)k & zero se k > n,
mentre e O fr per k < n. Questo operatore & di rango finito. Vediamo sotto quali condizioni c’é
convergenza, in norma a 7T. Anche 'operatore T'— T}, & un operatore di moltiplicazione, dunque

|T" = Tn|| = sup | Bg|
k>n

Si ha convergenza in norma se e solo se S — 0 per k — +o0.
Ne segue che se (3 & infinitesima, ’operatore di moltiplicazione T' & compatto.

Come conseguenza, sia «j una successione positiva divergente. L’operatore T' che moltiplica per

1/ay, & compatto, dunque & compatto 'insieme

r{f:1fl<1}) = {{fk/ak}keN YU < 1}
k
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che, indicando con Zy = fi/ay € l'insieme

{{@k}keN : Z EAREARES 1}

k

In questo modo abbiamo ritrovato la compattezza in f5 delle successioni che hanno maggiore
sommabilita.

Esempio 10.3. Compattezza degli operatori integrali con nucleo in L?

Ricordo che se p;(z) ¢ una base per L(Q) allora ¢;(z)¢;(y) ¢ una base per L*(Qx Q) (vedi[2.5). Sia
dunque g(z,y) € L?( x Q). Per quanto detto sopra, g ¢ il limite in L? di ngm Gijpi(x)p;i(y) per
opportuni g;;. Dunque I'operatore associato a g & limite di operatori di rango finito (verificare per
esercizio questa affermazione, usando che la norma dell’operatore & stimata dalla norma L?(€ x )
del nucleo, ved: [6]) Ne segue che & compatto.

Esempio 10.4. Compattezza degli operatori in ¢, con nucleo /»(N x N)

Z 93> < 00

v

Analogamente, sia g;; € (2(N?), cioe

Allora 'operatore

(Kf)i=_giifs
J

¢ compatto, infatti se ne ottengono approssimazioni di rango finito troncando la serie, e il resto
tende a zero in f3 per l'ipotesi di sommabilita dei coefficienti g;;. In dettaglio, sia P, 'operatore di
proiezione sulle prime m componenti, e sia K,, = KP,,, cioé 'operatore che ha come elementi di
matrice

giz X{j <m}
Ora
IK — Knl| = | K Py |

Dunque ¢ sufficiente provare che se g € £3(N?) allora ||[K P|| — 0, per ottenere che K, — K in
norma. Procediamo esplicitamente:

1/2
1 . .
(KB f)il < Y gl Il < | D ool [l
j>m4+1 j>m+1
Quadrando e sommando in ¢, dividendo per || f|| e passando al sup su ||f]| = 1:
1
KPR < > > 1ol
j>m+1i>0
Ma la serie in j & convergente, dunque il suo resto jzofn 11 tende a 0 per m — 400, e questo prova

la tesi.

Esempio 10.5. Compattezza di operatori integrali con nucleo singolare

Sia € dominio limitato di R™, sia h(z,y) una funzione limitata. Considero I'operatore integrale

_ [ h(=zy)
Kf(x)/g‘x_y‘af(y)dy
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Mostra che il nucleo & L? (e dunque K ¢ continuo e compatto) se a < n/2.

Si puo provare che K ¢ compatto per a < nm. Intanto osserviamo che per a@ < n & continuo.
Ricordando le condizioni di continuita discusse in [6] ¢ sufficiente provare la limitatezza di

h h
M:WMGW/QQHmmNSW/QQH%mM)
aeelo |- 2l nealo a2l

1
M < fflcsup [ da
yeQ JQ |x—y|

Si ottiene

Sia L =diam(2). L’integrale si stima con

1 L n—1

/ dimn [ 0 dp= e
6] (0% —

|z|<L |2| o P n—o

se a < n, dove ¢, & la misura del bordo della sfera unitaria in R™.
Mostriamo che sotto questa stessa condizione sufficiente per la limitatezza, si ha che K & compatto.
Infatti, sia K. operatore di nucleo g., dove

_ hfz,y)
T o —yle

X{lz —yl > e}

Si tratta di un nucleo limitato su € x €2, con Q limitato, dunque ¢ in L?(Q x ), e quindi K. &
compatto. Resta da provare che K. tende a K in norma per ¢ — 0, infatti essendo i K. compatti
il limite & compatto. Procedendo come sopra,

|K — K| < M.

dove

X < .
M. < \huoosup/ {"r ylsehy, < ¢
n_

e e

che tende a 0 se oo < m.

Esercizio 25. Operatori di convoluzione in (5(Z)

Mostra che se ) ;. |ax| = [|alls, € limitata, allora 'operatore
(A2)y =D ar_ndn
heZ

é continuo.

Mostra che A non ¢ compatto. Infatti, se e; = {x; }xez sono i vettori della base canonica, e; — 0
per i — +oo. D’altra parte (Ae;)r = ag—;, dunque ||Ae;||? = >, |ak|®> = ||lalls, che & una costante
che non puo tendere a 0 per ¢ — +o00

Esercizio 26. Operatort di convoluzione in R”

Sia g € LY(R™), mostra che I'operatore di convoluzione

f—gxf

che & continuo perché g é sommabile, non é compatto.

Se T' é compatto, per Pequazione (A1 — T)z = b valgono i teoremi dell’alternativa, dunque
o AI — T ¢ invertibile, o A é un autovalore. Per un operatore qualunque non é cosi, e la
nozione di “autovalore” va inclusa in quella pit generale di spettro.
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10.2 Risolvente e spettro

Sia 7' € L(H) un operatore limitato. Sia A € C. Si chiama insieme risolvente l'insieme
dei A per i quali AT — T ¢ invertibile (e dunque ha inverso continuo per il teorema della
mappa aperta )| In tal caso I'operatore Ry(T) = (A\I —T)~! ¢ detto operatore risolvente.
Il nome risolvente per R, (7)) é evidentemente dovuto al fatto che questo operatore risolve
lequazione A\f —T'f = b, per b assegnato.

Si chiama spettro di 7" I'insieme
o(T) = C\p(T)

cioé A € o(T) se e solo se AI — T non ¢ invertibile. Posso succedere tre cose:

e A\ — T non ¢ iniettivo; ma allora il suo nucleo ¢ non banale, cioé¢ l'equazione agli
autovalori T'f = Af ha soluzioni non banali. In tal caso A é un autovalore e f é un
autovettore. L’insieme degli autovalori é detto spettro puntuale ed ¢ indicato con
ap(T).

e \I — T ¢ iniettivo ma non suriettivo, Range (A\I — T') ¢ denso in H ma (AT —T)7!
(che esiste) non é limitato. In tal caso si dice che A appartiene allo spettro continuo
oc(T). Sinoti che questa condizione equivale al fatto che ker(AI — 7*) é banale.

e \I—T ¢ iniettivo ma non suriettivo, e Range (A\I —7') non ¢ denso. In tal caso si dice
che A appartiene allo spettro residuo or(T). Sinoti che questa condizione equivale
al fatto che Ker (A\I — 7™) ¢ non banale.

Queste definizioni hanno senso anche per un operatore 7 illimitato, definito su D(T") sot-
tospazio denso di H. In particolare, notando che A\I — T ¢ definito su D(T") diremo che
A € p(T) se 'operatore A\I — T da D(T') in H ¢ iniettivo, Range (A\I —T') = H, e I'inverso é
continuo, condizione che é equivalente all’esistenza di ¢ > 0 tale che

AT =T)z[| = cfl«|

Prima di sviluppare la teoria, faccio un esempio per illustrare i vari casi possibili, trovando
lo spettro dello shift a destra S e dello shift a sinistra S* su £5(N, C). Sara utile sapere che
in generale p(7T) é un aperto, e dunque che o(7T') é un chiuso, e che se T' é limitato e |A| > T
allora A € p(T).

Studiamo dunque gli operatori di shift.

Esempio 10.6. Lo spettro degli shift su /»(N,C)

Intanto é evidente che ’equazione agli autovalori S f = f ha solo la soluzione nulla per qualunque
A, dunque S non ha spettro puntuale. D’altra parte, se |A| > 1 allora A\ & nel risolvente, perché
Poperatore si inverte mediante la serie di Neumann, infatti ||S|| = 1.

Considero ora I'aggiunto S*. E facile provare che se A & autovalore, allora I’autovettore ¢ la succes-
sione {\}pen € fo, che ¢ in £2 se e solo se [A\| < 1. Dunque lo spettro puntuale di S* & l'interno
della palla unitaria.

3Nel caso degli operatori illimitati, va richiesto esplicitamente che I'inverso sia continuo; per esercizio si
costruisca in ¢2 un operatore di moltiplicazione densamente definito, con inverso definito ovunque ma non
continuo.
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Poicheé ||S*|| = 1, i valori di A di modulo maggiore di uno sono nel risolvente. Poiché lo spettro ¢
chiuso, ne segue che anche il bordo della palla unitaria deve essere nello spettro di S*. A questo
punto uso che

lo = Ker (A\I — S) @ Range (A\I — S*)

Poiché lo spettro puntale di S é vuoto, Range (AI — S*) & denso per qualunque A, e dunque in
particolare il bordo della palla unitaria ¢é lo spettro continuo di S*.
Poiché

ly = Ker (A\I — S*) @ Range (A\I - S)

ne segue che Range (A\I —S) non ¢ denso in ¢ se |A| < 1, e dunque A < 1 sono tutti valori nello
spettro residuo di S.

Poiché lo spettro é chiuso, anche il bordo della palla unitaria é nello spettro, e, poiché se A ha
modulo 1 il kernel di A — S & vuoto, si tratta dello spettro continuo di S.

Esercizio 27. Spettro degli shift
Si provi a mano la non invertibilita di A — S e A — S*, nel caso |\ = 1, cioé A = e* con a € R.
Suggerimento: si provi a risolvere

A —Sr=e¢g elx—ST=¢

dove ¢g = (1,0,0,...).

Esercizio 28. Spettro degli operator: di moltiplicazione

Sia M}, un operatore di moltiplicazione il L?(£2), con h limitata.
Dato § > 0, sia
As(p) = {x € Q: |h(x) = u < 0}

Sia w(h) = {u € C: Vs > 0,|As()| > 0} (cioé w(h) & sostanzialmente 'insieme dei punti di
accumulazione dell’immagine di h, tenendo perd conto che h & definita a meno di un insieme di
misura nulla).

Prova che

a. se A ¢ w(h) allora A € p(Mpy);

b. se By = {x € Q : h(x) = A} ha misura non nulla, allora A & autovalore, e il sotto spazio
corrispondente & L?(B)) (prolungando a zero fuori di B));

c. se A € w(h) e non vale l'ipotesi del punto precedente, allora A ¢ nello spettro continuo (sug-
gerimento, prova che ’eventuale inverso non puo essere continuo, usando come termine noto
X{x € As5(\)} (eventualmente troncato su una palla abbastanza grande).

Teorema 10.3. Proprieta del risolvente

e p(T) & non vuoto ed & aperto.

Infatti, se |A| > ||T||, 'operatore A1 — T" é invertito dalla sua serie di Neumann:

AT=T) =" T"/\"

keN
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che converge perché ||T/A|| < 1. Il risolvente ¢ aperto perché se Ay ¢ nel risolvente,
poSso scrivere

AL—T =XI-T— (X -1

Poiché esiste Ry, (1), posso scrivere
AL-—T =XI-T+ A=) I=NI-T)T—- (X —AN(Rx\(T)))

o I—(Xo— ARy (T)

invertibile se A\g — A ¢é sufficientemente piccolo.

o La funzione p(T)) > X — R\(T) € L(H) ¢ analitica, nel senso che ¢é sviluppabile in
serie di potenze intorno a ogni Ao € p(T).

Infatti, segue dal punto precedente che

AT=T)"" =) (o — N)FRy, (T)FH!

keN

In particolare, date f,g € H, la funzione
p(T) 2 A= (f,RA(T)g) € C

é una funzione olomorfa (cioé analitica complessa) da un aperto di C in C, perché
sviluppabile in serie di potenze intorno a ogni punto del dominio.

e Lo spettro é chiuso ed é contenuto in {\: |\ <||T||}

come segue dal punto precedente.

e Lo spettro ¢ non vuoto.

Infatti se o(T) = 0, p(T) = C, ma allora per ogni f,g € H la funzione A\ — (f, R\(T)g)
é una funzione intera, cioé analitica definita da C in C. D’altra parte, per || > || T,

IBA(D)I < Y UITI/IAD = 1/ = 1711y

keN

che tende a 0 per |A\| — +o00 (non é strano: per |A| grande AI — 7" ¢é praticamente A1,
il cui inverso ¢ I/\). Ma allora la funzione A — (f, R\(T")g) é intera e limitata, dunque
per il teorema di Liouville ¢ costante, e poiché tende a 0 all’infinito é proprio nulla. Ne
segue che R)(T) dovrebbe essere I'operatore nullo, assurdo in quanto invertibile.

o Perogni A e i, R\(T) e R,(T) commutano, e vale l'identita del risolvente:

BA(T) = Bu(T) = (p = M) BAR,

Questa uguaglianza é la versione operatoriale dell’identita

1 1 p—t—A+t  p—A

A=t p—t  (A=tu—t) A=t)(u—t)
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Infatti, essendo I = Ry (T)(AI —T) = (uI — T)R,(T),
RA(T) ~ Ru(T) = BA(T) (1~ T)R,(T) — RA(T)(AL— T)R, (T) = (1~ N RA(T)R,(T)
da cui segue la commutativita, infatti

(1= NRA(T)R,(T) = ~(Ru(T) = RA(T)) = ~(A — ) R(T)R(T)

e dividendo per A — p si ha la tesi.

Prima di discutere del caso di operatori compatti autoaggiunti, descrivo alcune proprieta
particolari degli operatori autoaggiunti, indipendentemente dalla compattezza.

10.3 Spettro degli operatori autoaggiunti

Proposizione 10.2. Spettro di un operatore autoaggiunto
Se A ¢ autoaggiunto

e gli autovalori sono reali;
e gli autospazi relativi a autovalori distinti sono ortogonali;
e o spettro & reale

e [o spettro residuo & vuoto

Dimostrazione. Le prime due affermazioni si dimostrano esattamente come nel caso finito-
dimensionale. Se u é un autovettore di autovalore A, allora

M| = Mu,u) = (u, ) = (u, Av) = (A*u,u) = (Au,u) = (A, u) = Mul]?

dunque A é reale. Siano p e A due autovalori (reali) distinti, e v e u due corrispondenti
autovettori.

ANv,u) = (v, Au) = (Av,u) = p(v,u)

dunque (v, u) = 0.
Resta da provare la realta di tutto lo spettro. Dimostrero che se A é autoaggiunto, allora
A+ i é invertibile. Questa affermazione implica che se A é autoaggiunto allora A + z €
invertibile per ogni z € C con parte immaginaria non nulla. Infatti, se A é autoaggiunto
allora (A+«)/f é autoaggiunto per «, 5 € R con 8 # 0, e dunque (A+«)/B+1 é invertibile,
cioé (A + a+ i)/ ¢ invertibile e quindi A 4+ « + i ¢ invertibile
Mi concentro dunque su A +i. Poiché lo spettro puntuale di A é reale, Ker (A — i) = {0}, e
dunque

H = Range (A +1)

Quindi é sufficiente provare che il range é chiuso. L’osservazione chiave ¢ la seguente:
I(A+DfIP = (Af +if, Af +if) = [AFI? + 1L F]1?

(da cui si ottiene, tra laltro, ||A +i||* = ||A]|* +1). Affermare che 'immagine & chiusa
equivale a dire che ogni successione convergente appartenente all'immagine ha il limite che
é un elemento dell’immagine. Sia allora f,, una successione tale che

(A+i)fn— g
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Voglio provare che esiste f tale che ¢ = (A +1)f. Poiché converge, (A +1i)f, ¢ di Cauchy,
dunque dato € > 0, per n, m sufficientemente grandi,

€ > H(A + i(fn - fm))H2 = ||A(fn - fm)H2 + an - me2 > an - me2

Quindi f,, & di Cauchy; sia f il suo limite, per continuita (A +1i)f = g, come volevamo
dimostrare.

Infine, poiché per A reale H = Ker (A — A) @ Range (A — A), se A non é nel risolvente, o A\ é
autovalore, o il range é denso, e dunque A ¢ nello spettro continuo. O

Usando un procedimento analogo, studia lo spettro degli operatori autoaggiunti positivi.

Esercizio 29. Spettro di un operatore positivo

Sia A autoaggiunto e positivo, cioé (v, Av) > 0 per ogni v. Mostra che gli autovalori sono positivi
e poi mostra che lo spettro ¢ contenuto in RT ( meglio nell’intervallo [0, || A]|]. Suggerimento: basta
provare che se A < 0 allora A ¢ nel risolvente, e per provarlo ¢ sufficiente mostrare che Range (4— A1)
é chiuso.

Mostra che se A & coercivo, cioé se esiste o > 0 tale che (v, Av) > allv
nell’intervallo [a, || A[].

|2, allora lo spettro &

Un altro aspetto importante per l'analisi dello spettro di un operatore autoaggiunto ¢ lo
studio della forma quadratica associata. Ad ogni operatore lineare T si associa natural-
mente la forma quadratica (f,Tf). Questa relazione non ¢ iniettiva, (si pensi al caso finito
dimensionale, in cui é evidente che la forma quadratica associata non dipende dalla parte
antisimmetrica della matrice). Nel caso di A autoaggiunto, invece, l'operatore e la forma
quadratica contengono le stesse informazioni, ed € utile studiare questi operatori attraverso
lo forma quadratica associata.

Esercizio 30. Decomposizione polare di una forma quadratica

Il prodotto hermitiano tra due vettori si pud scrivere come combinazione di quadrati mediante
'identita di polarizzazione (6.1]). Si dimostri che se A & autoaggiunto,

4(u, Av) = (u+v,A(u+v))—(u—v,A(u—v))—i(u+iv, A(u+iv)) +i(u—iv, A(u—iv)) (10.1)
Teorema 10.4. Forma quadratica associata ad un operatore autoaggiunto

Se A ¢ autoaggiunto, la sua norma operatoriale coincide con ’estremo superiore sulla sfera
unitaria della forma quadratica associata, cioé

[Al = sup |(f, Af)l
=1

Dimostrazione. Sia vy = supy g1 |(f, Af)[; ¢ immediato che v < ||A[|. Dimostro il viceversa:
per cominciare, usando 'autoaggiunzione di A,

(f+9,A(f+9) = (f =9, A(f —g)) =2(9, Af) + 2(f, Ag) = 2(g, Af) + 2(Af, 9)

Il membro di sinistra é stimato in modulo da

VULF +gl” +11f = all®) = 29(IF11* + llgll*)

84



Siaora ||f|| =1, esia g = Af/||Af||, che dunque é di modulo 1. 11 membro di destra diventa
2| AFN + 2l Af]l

Quindi:
A AFIF < 29(IFI7 + llgll*) = 4

Passando al sup su f di modulo 1, si ottiene

A= sup [(f, Af)|-
e

]

Se A é un operatore autoaggiunto e lo spazio ¢ finito-dimensionale, i punti stazionari di
(f, Af) sulla sfera unitaria || f||* sono esattamente gli autovettori di f di norma 1. Infatti,
consideriamo 1 punti stazionari della forma quadratica vincolata

f= (AN =M f) - 1)
dove A ¢é il moltiplicatore di Lagrange. Derivando in f, si ottiene la condizione di staziona-
rieta:

2Af = 2X\f =0 cioé Af = \f

Dunque f é autovettore, e il moltiplicatore di Lagrange ¢ un autovalore.

Questa fatto vale anche per operatori compatti autoaggiunti, come seguira dal teorema
spettrale. Qui dimostro il seguente caso particolare.

Teorema 10.5. Se K é compatto autoaggiunto, |K| o —| K| é autovalore
Sia K autoaggiunto, e sia

M= sup (f,Kf), e m= inf (f,Kf)
=1 7=t

Se M > 0 allora M ¢ autovalore, e il sup é raggiunto sui corrispondenti autovettori; se
m < 0 allora m & autovalore, e l'inf & raggiunto sui corrispondenti autovettori. In particolare,
ricordando che se K ¢ autoaggiunto allora ||K|| = sup| s |(f, K f)|, ne seque che o M =
|K|| o m =—||K||, dunque o ||K|| o —|| K| é autovalore di K.

Dimostrazione. Dimostro che se M > 0 allora M ¢ autovalore (il caso m < 0 si dimostra
con la stessa tecnica). Per definizione, esiste una sequenza { f; }ren con || fi|| = 1, tale che

M: hm (fk?ka)

Per limitatezza, f, — f per sottosequenze, con || f| < liminf,_, . ||fx]| = 1. Poiché K &
compatto, K f, — K f in norma, e dunque

(f, Kf)= lim (fe, Kfi) =M
La norma di || f|| deve essere 1, in caso contrario:

(F/LFIL K CE/NFD) = M/ NFI? > M
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e dunque M non sarebbe il sup. Sia ora ||g|| = 1, e consideriamo la funzione
¢(a) = (f + ag, K(f +ag)) — M||f + ag]?
Per definizione di M, ¢(«) & minore di zero per ogni «. Risulta, per « reale,
¢(a) = (f+ag, (K—=M)(f+ag)) = (f, (K-M)f)+2aR(g, (K—-M)f)+a*(g,(K—M)g) <0

D’altra parte, se « =i con [ reale

$(i8) == (f, (K = M)f) — 263(g, (K — M)f) + (g, (K — M)g) < 0

Poiché in zero queste due funzioni hanno massimo, la derivata prima in zero deve essere
nulla, dunque

Per I’arbitrarieta di g, ne segue che K F' = M f. cioé M ¢é autovalore. O]

Sia dato un operatore T, si definisce raggio spettrale il numero

r(T) = sup |\
Aeo(T)

Naturalmente se T ¢é limitato r(T) < ||T||, perché se |A\| > ||T|| allora A € p(T). Se T ¢

compatto e autoaggiunto, o ||T|| o —||T|| é un autovalore di T', dunque r(7) = ||T|.

10.4 Teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti

Mi occupo prima delle proprieta spettrali degli operatori compatti, non necessariamente
autoaggiunti.

Teorema 10.6. Spettro di un operatore compatto
e SeN#0, A€ p(K) o X € 0,(K).
e 0 ¢ nello spettro (cioe K non & invertibile).

o Lo spettro puntuale é al pit numerabile, e pud accumulare solo in 0.

Dimostrazione. 1l primo punto ¢ una conseguenza immediata del teorema dell’alternativa. Il
secondo punto si dimostra facilmente per assurdo. Supponiamo che K sia invertibile, allora

Yo : ||K_lv|| < c||v]| e quindi Vv : [|v|| < || Kv||

Consideriamo ora una sequenza ortonormale e, che tende debole a 0: per compattezza
| Ker|| — 0, ma questo & impossibile perché ||Kex| > |lex|/c = 1/c.

Per I'ultimo punto, consideriamo una sequenza di autovettori v, corrispondenti ad autovalori
Ai distinti e non nulli. In questo modo i v, sono indipendenti. Sia V,, = span{v}7_,. Sia
e, € V, di modulo 1 e ortogonale a V,,_;. Dunque per ogni v € V,,_y:

|lv—en|| > 1.
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Osserviamo inoltre che K'V,, =V,,, ma
MI-K)V, =V,

infatti ogni vettore di V,, ha la forma v = cv,, + w, con w € V,,_1 e dunque (A, I — K)v =
Aw — Kw € V,,_1. Consideriamo ora, per m < n

- +em_€n

Ke,, _ Ke,,
)\m /\m )\n

An

H Ke,, — Amem  Kep — Mnen

Ora (Ke,, — Amem)/Am € Vi1 perché m < n, e lo stesso vale per e,,. Inoltre (Ke, —
An€n)/An € Vi1, come mostrato sopra. Dunque

>1

Ke,, Ke,
Am An

e quindi la successione Ke, /A, non puo essere di Cauchy. Se esistesse una successione di
autovalori distinti che tende a un valore A # 0, si avrebbe e, /A, — 0, e dunque ||Ke,/\,|| —
0, in contraddizione con I'asserzione precedente. Il fatto che 0 sia I'unico possibile punto di
accumulazione, implica che per ogni r > 0, il numero di autovalori con |A| > r & finito (si
ricordi che sopra || K| non ci sono punti dello spettro, e in particolare autovalori). Ne segue
che il numero degli autovalori ¢ al pitt numerabile.

Teorema 10.7. Keorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti
Se K e compatto e autoaggiunto, H ha una base di autovettor: di K.

Dimostrazione. Sia M il sottospazio di H formato da combinazioni lineari finite di autovet-
tori di K:
M= P Ker(\M-K)
Aeop(K)

Ricordo che é una somma al pit numerabile di sottospazi finito dimensionali (a parte even-
tualmente Ker K che puo essere infinito), e la somma é diretta perché i sottospazi sono a
due a due ortogonali.

Mostriamo che M ¢ denso in H. Supponiamo per assurdo che M+ sia un sottospazio (chiuso)
non vuoto di H. L’operatore K ristretto a M~ ha immagine in M, in quanto autoaggiunto.
Infatti, se f é ortogonale a Ker (A\I — K), allora

(f,g) =0perognig: Kg=X\g

Ne segue
(Kf,9) = (f, Kg) = A(f,9) = 0 per ogni g € Ker (A\I - K)

cioé K mappa l'ortogonale al Ker (AT — K) in sé.

D’altra parte, K ristretto a M~ ¢ autoaggiunto, dunque ha almeno un autovalore di modulo
pari alla sua norma. Ma questo ¢ assurdo perché M+ & ortogonale allo spazio di tutti gli
autovettori. O

Esercizio 31. Dimensione finita del nucleo

La dimostrazione dei teoremi dell’alternativa per A\I — K con A # 0, usa 'approssimazione con
operatori di rango finito, e dunque si ottiene immediatamente che la dimensione Ker (A\I — K) ¢
finita.
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D’altra parte & anche una facile conseguenza della definizione di operatore compatto. Sia dunque K
compatto, e supponi che Ker (A\I — K') & non banale per un qualche A # 0, prova che ha dimensione
finita.

Esercizio 32. Punti di accumulazione per lo spettro

Nel caso di un operatore compatto autoaggiuto, & particolarmente semplice mostrare che 'unico
punto di accumulazione possibile dello spettro ¢ lo zero. Siano infatti v autovettori di autovalori
distinti...

Esercizio 33. Stazionarieta degli autovettori

Sia K compatto autoaggiunto, e sia {ej}ren una base ortonormale di autovettori per K. Allora

Kf =Y Aefex
k

Prova ’a mano’ che ||K|| = maxg |\¢| (questo fatto é gia stato mostrato a proposito del raggio
spettrale degli operatori compatti autoaggiunti).
Nella base,

(LK) =D Ml ful®
k

Prova che per ogni k, e; & un punto stazionario per la forma quadratica, vincolata a || f||*> = 1.

Sia K compatto autoaggiunto, e sia {ex}ren la base di autovettori in cui si decompone:

KZZM%@%
%

(mostra che la serie convergenza in norma). Sia A € p(K), e consideriamo I’equazione

seguente, con b assegnato:
AM—Kf=b

Moltiplicandola scalarmente per e, si ottiene
Mk — Me S = b

che é risolta da ) )
Je = 0x/(A = Ap)

Poiché se A € p(K) allora A ha distanza finita dallo spettro puntuale, il denominatore ¢é in
modulo maggiore di una costante, dunque si puo scrivere

1
Ry(K) =) )\_)\kek®€k
P

In questo caso la serie converge in senso forte, perché |A — Ax| > 6 > 0 per un qualche §, ma
la convergenza non ¢ in norma perché 1/|\ — A\;| non va a 0 in k.

Osserva che se ¢ : 0(K) — R ¢ continua, si puo definire 'operatore

O(K) = Z P(Ak)er ® ex
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(mostra che in effetti la serie converge in senso forte). Questa possibilitd é uno degli sco-
pi dell’analisi spettrale, che si estende agli operatori autoaggiunti (ma compare lo spettro
continuo) e ad alcuni operatori illimitati (vedi [RS| capitoli VII e VIII).

Esercizio 34. Operatori di Hilbert-Schmadt
T ¢ un operatore di Hilbert-Schmidt se per una qualche base {ex }ren,

1 "7 = (T"Tep,ex) = Y [Tep]|* < +o00
k k

Nota che questo numero ¢ la traccia della matrice infinita associata a T*T.
Sia U un operatore unitario, mostra che tr U*AU = tr A. Oppure, equivalentemente, mostra che
la traccia di un operatore non dipende dalla base scelta.

Mostra che T € £(L?()) ¢ di Hilbert-Schmidt se e solo se & un operatore integrale con nucleo in
L2,
Mostra che T autoaggiunto & di Hilbert-Schmidt se e solo se

> P < 400

Aeop(T)

Esercizio 35. Operator: diagonali

Sia T' un operatore diagonale in una base {ey }xen, cioe
Tek = )\kek
e supponi che i A siano reali (nota che 7' ¢ dunque un operatore di moltiplicazione).

Mostra che T ¢ limitato se e solo se supy, |Ax| € finito, e che

1T = sup [Ag|
ke,

Mostra che T' ¢ autoaggiunto.

Mostra che se dim Ker (A I — 7T') ¢ finita per ogni k con A # 0, e 0 & I'unico punto di accumulazione
dei A\x non nulli, allora 7' & compatto. Suggerimento: riscrivi T' come

T = Z)\nPn

dove i )\, sono distinti, e P,, & il proiettore sul sottospazio finito dimensionale di autovalore A,.
Concludi mostrando che se A\, — 0 (0 se sono in numero finito), allora 7' & limite di operatori di
rango finito e dunque compatto.

Nota che non é necessaria nessuna ipotesi sulla sommabilitd degli autovalori; in particolare esistono
operatori compatti che non sono di Hilbert-Schmidt.
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11 Lo spettro della trasformata di Fourier

In questo paragrafo determino lo spettro della trasformata di Fourier. Non ¢ un argomento

importante in sé, ma per un motivo che spiegher6 questo spettro ¢ lo stesso dell’operatore
illimitato 1 1

—=A + =22

2 2

che é anche 'operatore hamiltoniano per un oscillatore armonico quantistico. Dunque il
calcolo degli autovalori di F ci permettera di determinare i livelli di energia di un oscillatore
armonico quantistico. Lo fard con una tecnica algebrica tipica dei problemi di meccanica
quantistica.

Esercizio 36. Idempotenza della trasformata di Fourier

La trasformata di Fourier F & un operatore unitario. Mostra che F2f(z) = f(—x), e dunque che
Ft=1

Deduci da questo fatto che i soli autovalori possibili sono +1 e +i.

Mostra che se Ff = £1f allora f é pari, se Ff = £if allora f & dispari.

D’ora in poi, per evitare confusioni, racchiudo in partentesi quadre I’argomento della tra-
sformata. Ricordo che la trasformata di Fourier trasforma derivate in moltiplicazioni e
viceversa:

Flo:f1(N) = AFIFI(N)
Flzfl(A) =10, F[F1(A)

Dunque

Fllz + 02) F1(A) = 1A+ 0\ F[fI(N)

Fl(z = 9)fI(A) = =i(A = ) F[fI(N)
Inoltre

Fl@* =) fI(N) = (W = R)FIfIN)
Definisco

. 1 1
H — 82 ~ 2
f=—50f+ 52
e noto che é un operatore simmetrico. Il suo commutatore con F ¢é nullo
|F,H)=FH - HF =0

Come é noto dall’algebra lineare, se due operatori simmetrici commutato, hanno gli stessi
autospazi. Dunque per trovare le autofunzioni di F puo essere utile cercare le autofunzioni
di H. Definisco altri due operatori che ci saranno utili.

afz%(x—@x)f ean:%(ij@x)f

Noto che, formalmente, af f ¢ 'aggiunto di a. Chiameremo a operatore di creazione e a'
operatore di distruzione.
Valgono le seguenti semplici identita (verificarle per esercizio)

o afaf = Hf + f/2
e adlf=Hf — f/2
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e [al,a] =1/2

Dalla seconda relazione, si ottiene che Hf = Af se e solo se aalf = (A —1/2)f. Osserviamo
che a' ha un nucleo non banale di facile determinazione. Infatti

Adf=0 <= f=—fzr << O, Inf=—x
e dunque, integrando e esponenziando, si ottiene che
o(x) = e /2
é nel kernel di af, dunque
Hoo = 560
Osserviamo anche che, sempre dalla seconda relazione

(f Hf) = (frad )+ (£, f)/2 = (@ f,a' ) + (f. [)/2

Dunque (f, ]'—A[f) > 2(f, f), e quindi 1/2 & il minimo autovalore, che ¢ raggiunto proprio in
¢o che é nel kera'

Calcolo ora i commutatori di H con a e a':

[H,a) = Ha — aH = (aa" +1/2)a — a(a’a — 1/2) = a

A

[H,a'] = Ha' — o'H = (afa — 1/2)a’ — af(aa’ +1/2) = —al
Dunque se f[f = Af si ha

Haf = [H,a)f +aHf = af + Aaf = A+ Daf

Half = [H,a'|f + fHf = —alf + X' f = (A= 1)a'f

Quindi, 'operatore di creazione porta un autofunzione di autovalore A in una autofunzione
di autovalore A\ + 1. Al contrario, 'operatore di distruzione abbassa di uno 'autovalore. Sia
allora

Or = akcbo
Questa funzione, se non é nulla, é autofunzione di autovalore k+1/2. Vediamo come é fatta.
E evidente che ¢ del tipo Py(z)e**/2, dove Py(x) ¢ un polinomio in z. E facile notare che se
Q(z) & polinomio di grado n, allora a(Q(x)e /%) & un polinomi di grado n + 1. Dunque P,
¢ un polinomio non nullo di grado k. Poiché H ¢ simmetrico, ¢, € ortogonale a ¢, se k # h,
cioe

/ Pu(z) Py(z)e" dz = 0

Ma da questa relazione segue che Py sono, a meno di costanti moltiplicative, i polinomi di
Hermite hy,.

Poiché hie™*"/2 ¢ un sistema ortogonale completo in L*(R), 'operatore H non ha altre
autofunzioni. Restano da determinare gli autospazi di F. Notando che F¢g = ¢y, e che

Fa = —iaF
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si ottiene che ¢, ¢ autofunzione per F, e 'autovalore & (—i)F.

In questo esempio ho indentificato subito le autofunzioni con i polinomi di Hermite, e questo
permette di ottenere che non esistono altri autovalori. E possibile ottenere questo risultato
senza usare la completezza dei polinomi di Hermite, ma usando solo le relazioni algebriche
verificate dagli operatori di creazione e distruzione. Per approfondimenti si veda il testo di
Teta [T], capitolo 7.

Abbiamo ottenuto che lo spettro di H ¢ solo puntuale e gli autovalori divergono, esattamente
come il caso degli autovalori del laplaciano in un dominio limitato con opportune condizioni
al contorno. In quel caso, questo risultato si otteneva invertendo il laplaciano e dimostrando
la compattezza dell’inverso. Anche in questo caso ¢ cosi. Lo mostro con un esercizio che
permettera di capire il ruolo della trasformata di Fourier.

Esercizio 37. Inverso di H
Sia H, = {f € L? : || 0. f||?, |z f||> < +oo} Per le relazioni mostrate prima,

1 0. f11% = [IMfI1?

e viceversa, dunque posso dotare H, del prodotto scalare
(F9)o= [a*Fo+ [ X1a

Equivalente a R
(f:9)o = (f's9") 12 + (Oxf,0r9) L2

Si tratta quindi di uno spazio di Sobolev.
Si mostri la “disuguaglianza di Poincaré”

1F12 < cll £l
Suggerimento:
/ P < 1 e 1711
e
1l = / 1Y < efvAGd + e
e

1flloe < 2 fllx < e/ VAL + IIAFI)

Mettendo insieme le due stime si ottiene

£ < 2117 + 1£112)

c

gl

e per vy abbastanza piccolo si ottiene la tesi.

Data f € L?, si mostri che esiste T f = u € H, tale che, per ogni h € H,, sia ha
(h,w)o = (h, f)

(si usi il teorema di Riesz e la disuguaglianza di Poincaré).

Si riconosca che si tratta dell’equazione

~Putrtu=f
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in forma debole. Si mostri che I'operatore che associa v a f, pensato a valori in L?, & autoaggiunto.
Si mostri che H, si immerge compatto in L2.

Si noti infine che il prodotto in H, € invariante per trasformata di Fourier. Dunque questa invarianza
si deve estendere all’operatore T.
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12 Introduzione agli operatori illimitati

Nei capitoli precedenti abbiamo mostrato che gli operatori compatti e autoaggiunti sono
diagonalizabili. E possibile dimostrare un teorema di decomposizione spettrale per operatori
autoaggiunti, anche illimitati. E una teoria piti “sottile” di quella discussa fino ad ora, e in
questo capitolo mi limiterd ad alcune considerazioni introduttive sugli operatori illimitati.

12.1 Dominio, estensioni, aggiunto

Ricordo come prima cosa che per definire un operatore illimitato A é necessario definire il
sottospazio lineare su cui ¢ definito, che indichero con D(A), che pretenderemo sia denso in
H. Uno “stesso” operatore puo avere domini differenti. Per esempio, se {2 ¢ un dominio di
R’I’L

Np: CF — LX)

An:{feC*: [,f=0, 0,f =0su 0Q} — L*(Q)

N : C® = L2(Q)
sono tre operatori differenti perché i tre domini sono differenti. Questa differenza non é
solo formale: nei capitoli precedenti abbiamo invertito Ap (cioé il laplaciano con condizioni
di Dirichlet omogenee) e Ay (cioé il laplaciano con condizioni di Neumann omogenee),
ottenendo degli operatori compatti con due sistemi di autofunzioni e autovalori differenti (si
pensi al caso unidimensionale).

Definizione
A suD(A) é simmetrico se

Vf,g € D(A) (9,Af) = (Ag, f)

Poiché per funzioni C* su €2 con bordo regolare vale

/gAf:/div(gi)—/Vg-Vf:/ ganf—/Vg-Vf
Q Q Q o0 Q

risulta che Ap e Ay sono operatori simmetrici, A, no!

Definizione
B su D(B) é una estensione A su D(A) se D(A) C D(B) e

B’D(A) =4
Risulta che A, estende Ap e Ay, e Ap e Ay non sono I'uno un’estensione dell’altro.

Esempio 12.1. Operatori di moltiplicazione illimitati

Sia h una funzione non limitata e sia My operatore di moltiplicazione per h. Un ragionevole
dominio di definizione di M, é

D(My) = {f € L*(R) /R I < +oc}
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Analogamente, sia {A} una successione non limitata, definisco M, 'operatore di moltiplicazione
su /2(N) dato da
(Mi‘)k = /\kxk

con dominio

DM)={2: Y _|ax|* M| < +o0}
k

Evidentemente A\; sono autovettori di M

L’aggiunto di un operatore limitato 7' si definisce attraverso il teorema di rappresentazione
di Riesz, notando che

g—(9,Tf)

é un funzionale lineare continuo in g, dunque esiste 7*g tale che

(T"g9, f) = (9. Tf)
Nel caso illimitato c’é qualche complicazione.

Definizione
Dato T', D(T), il dominio dell’operatore aggiunto é

D(T*)={g9€ H: g— (g9, Tf) ¢ un funzionale limitato per ogni f € D(T)}

Se g € D(T*), poiché D(T) & denso in H, il funzionale lineare limitato (g,7 f) si estende a
f € H, e dunque, sempre per il teorema di rappresentazione di Riesz, esiste T*g tale che,
per ogni f € D(T) si ha

(T, f) = (9, TF)
Osservazioni
1. Mentre c’é “liberta” di scelta per il dominio di un operatore illimitato, a seconda delle
necessita, il dominio dell’operatore aggiunto é e determinato dal dominio dell’operatore.
2. Se A é simmetrico, A* & una estensione di A, infatti, per ogni g € D(A) risulta

(9, Af) = (Ag, f)

e dunque g — (g, Af) ¢ limitato perché |(g, Af)| < ||A*g[l||f|]. Tnoltre A* ristretto a D(A)
coincide evidentemente con A.

Definizione
A ¢ autoaggiunto se ¢ simmetrico e D(A*) = D(A).

Esercizio 38. Operator: di moltiplicazione autoaggiunt:

Provare che gli operatori My e M, definiti con h funzione reale e «j successione reale, sono
autoaggiunti.

12.2 Operatori chiusi

In questo paragrafo descrivo alcuni aspetti topologici degli operatori illimitati. Osservo
innanzi tutto che la non limitatezza ha complicazioni di difficile gestione. Per esempio, se
fr — 0, non é detto che Af,, — 0. In particolare ker A potrebbe non essere chiuso, e lo stesso
vale per ker(A — \), con gravi conseguenze sulla possibilitia di analizzare le equazioni lineari.
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Esercizio 39. La ¢

Si consideri in L?([—1,1]) il funzionale lineare § definito sulle funzioni continue, che a f assegna la
funzione costante f(0).
Si determini il suo ker e si mostri che non é chiuso.

Definizione
Un operatore T' é chiuso se il suo grafico

G=A{(;Tf): feDI)}
é chiuso nella metrica di H x H, cioé se fr — feTfy — g, allora f e D(T) e Tf = g.

Teorema 12.1. Operatori chiusi
Se T' & chiuso, ker(T — X) é chiuso per ogni A

Dimostrazione. Noto preliminarmente che se T' é chiuso lo é anche T'— A. Infatti il dominio
di questo operatore ¢ lo stesso di T, e se f, — fe (T'— \)fy — g, allora Tfr, — Af + g,
dunque per la chiusura di 7" segue che f € D(T), e che Tf = \f + g, cioé¢ Tf —\f =g. B
dunque sufficiente dimostrare che il ker di T & chiuso.

Sia ora fj una successione convergente a f tale che T f, = 0. Allora, per la chiusura di T, f
¢ nel dominio e T'f = 0, cioé f € kerT. ]

Teorema 12.2. Chiusura dell’aggiunto

T* ¢ chiuso

Dimostrazione. Sia f, € D(T*) e fr — f, esia T*f — g. Sia h € D(T). Per definizione di
aggiunto

I primo membro tende a (g, k), il secondo a (f, Th), dunque

(9,h) = (f,Th)
da cui segue che il funzionale lineare che a h assegna (f, Th) é limitato in h (da ||g||), dunque
f€D(T*). Quindi (f,Th) = (T*f,h) e dunque, per densita di D(T'), g =Tf. O

Una conseguenza facile di questo teorema ¢é che gli operatori autoaggiunti sono chiusi. Dun-
que ¢ possibile definire senza problemi risolvente e spettro, come nel caso degli operatori
limitati.

Teorema 12.3. Operatori autoaggiunti

A simmetrico ¢ autoaggiunto se e solo se

Range (A +1) = H = Range (A — i)
Dimostrazione. Se A é autoaggiunto, é chiuso, dunque ker(A £ 1) é chiuso, e dunque vale
ker(A +1) @ Range (A — i) = H = ker(A — i) ® Range (A +1)

(lo si verifichi per esercizio). Inoltre si prova facilmente che A puo solo avere autovalori reali.
Resta dunque da provare che Range (A 4 i) sono chiusi. Come nel caso limitato,

1A+ 1) (fa = feu)IP = IACfw = Sd P + Lfin = foull?
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e tende a zero per ipotesi, dunque f, converge a una f perché ¢ di Cauchy. Inoltre, A +1ié
chiuso, dunque f é nel dominio e A +1if = g, cioé g € Range (A +1).

Per dimostrare I'implicazione inversa, noto che se A é simmetrico, A* é una sua estensione.
Dunque si tratta di mostrare solo che D(A*) C D(A). Sia f € D(A*). Esiste g € D(A) tale
che

(A*+1)f=(A+1i)g

Infatti, il membro di destra é ben definito perché f € CalD(A*) e dunque é un elemento di
H, e g esiste perché A + 1 ha per immagine tutto H. Sia ora h € D(A). Moltiplico per h e
ottengo

(h7 (A* + l)f) = (hv (A + i)g)

I1 primo membro ¢ uguale a ((A —i)h, f) per definizione di aggiunto, il secondo ¢ uguale a
((A —1i)h, f) per simmetria di A. Dunque, raccogliendo

(A=Dh, f—9)=0
Poiché Range (A —1i) = H, al variare di h € D(A) il primo termine ricopre tutti gli elementi
di H, e dunque f = g, cioé f € D(A). ]

Questo risultato ¢ un primo passo nella direzione del teorema spettrale per operatori au-
toaggiunti. A differenza del caso limitato, pero, I'operatore pud avere spettro continuo e la
decomposizione spettrale ne tiene conto. Si veda [RS|, [T] per una teoria completa.

Esempio 12.2. Operatori di moltiplicazione autoaggiunti

Sia h(z) reale, continua e non limitata, sia M}, 'operatore di moltiplicazione per h. Come nel caso
limitato, é facile provare che M}, non ha spettro puntuale a meno che h non abbia tratti costanti, e
lo spettro di M}, € solo continuo ed é 'immagine di h.

Nei testi di fisica teorica non troppo matematizzati, si osserva che definendo g(x) = é(x — x¢), si ha
(Mpg)(x) = h(z)d(z — x0) = h(z0)d(z — z0) = h(wo)g(x)

In questo senso §(x — xg) & autofunzione di autovalore h(xg). Perd evidentemente non & il L? e se
ne conclude che h(zg) & nello spettro continuo.

Esempio 12.3. 11 laplaciano in R

Consideriamo Ioperatore A, definito su un qualche sottospazio denso di L%(R). In trasformata di
Fourier,

F(Bf) = =NF(f)

dunque é un operatore di moltiplicazione. Il suo naturale dominio di definizione é
{fel?: / IF12A*dX < 400
R

(che ¢ lo spazio H?), e in questo dominio & simmetrico, e dunque autoaggiunto.
Nei testi elementari di fisica teorica, si nota che

Aei)\ox — _)\%ei)\ox

e questa identitd viene interpretata dicendo che —)\3 appartiene allo spettro continuo, perché
l'autofunzione €*0% non appartiene a L2.
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Si tratta della stessa osservazione che abbiamo fatto a proposito degli operatori di moltiplicazione,
riletta in termini di laplaciano usando la trasformata di Fourier, infatti ’antitrasformata di §(A—\p)
& proprio €20 a meno di costanti.

Nei due esempi precedenti ho mostrato come i valori dello spettro continuo siano legati a
soluzioni dell’equazione agli autovalori, ma con soluzioni che non sono funzioni L2. Si puo
dare un quadro rigoroso in cui rileggere questi esempi, in termini di “quasi autovettori”, dette
successioni di Weyl.

Teorema 12.4. Successioni di Weyl
Dato A autoaggiunto, X\ € R & nello spettro se e solo se esiste una successione di Weyl, cioé
una successione fp, con ||f,|| =1, tale che

(A = M) full =0

Dimostrazione. Supponiamo che esista una successione si Weyl per il valore XA. Se A non
fosse un valore dello spettro, allora sarebbe un punto del risolvente, dunque (A — X)~! & un
operatore continuo da H nel dominio di A. Quindi

L=[lfull = (A= 0" (A= Nfall < IA=XNTIA =X full =0

ma cid & impossibile.
Mostro il viceversa. Sia A € (A). Poiché A & autoaggiunto, A +1i/n € p(A). D’altra parte,
la norma di Ryyi/n(A) deve divergere per n — 400, infatti

A-A=A- (A+i)+l: (A— (A+l)) (I—I—iR/\H/n)
n n n n

dunque se ||Ry1i/n(A)|| < ¢, per n piccolo il secondo fattore sarebbe invertibile in serie di
Neumann, mentre il primo ¢é invertibile per ogni n.
Passando evenutalmente a sottosequenze, esiste g, con ||g,|| = 1 tale che

||R)\+1/H(A)gn|| = mpn

divergente in n. Sia f, = Rati/n(A)gn/||Rrti/n(A)gnl|, che ha norma 1. Valutiamo come
agisce A — \ su questi vettori:

i i 1 i
(A_)‘)fn:(A_)\__)fn+_fn: In + = Jfn
n n [Batizn(A)gnl ™~
In primo addendo tende a zero in norma perché il numeratore diverge mentre ||g,| = 1, il
secondo tende evidentemente a zero. ]

Esercizio 40. Successiont di Weyl per operatori di moltiplicazione

Sia h continua e reale, costruire una successione di Weyl per operatore Mj, per il punto dello
spettro h(zg).
Suggerimento: usare le approssimazioni della §(z — x¢).
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13 Il problema di Poisson

La teoria svolta nella parte iniziale di questo capitolo ha scopi puramente didattici, ed é
rivolta a chi non conosce gli spazi di Sobolev e il loro uso per la ricerca della soluzione
dell’equazione di Poisson.

In particolare, per il problema in un intervallo limitato, sia la serie di Fourier che il metodo
della funzione di Green ci dicono tutto sulle soluzioni di " = —f in un intervallo [a, b].
D’altra parte la semplicita di questo caso rende possibile introdurre facilmente gli strumenti
pitl sofisticati che saranno necessari per il caso in dimensioni piu alte. Dard comunque le
definizioni principali direttamente in R"™.

Richiamo alcune definizioni che riguardano gli spazi di Sobolev. Come gia fatto introducendo
le distribuzioni, allarghiamo la nozione di derivata definendola attraverso l'effetto che ha
sulle funzioni test. Indicherd con D(Q) le funzioni C*°(Q2) a supporto compatto in € (ricordo
che © & aperto, dunque il supporto non tocca il bordo). Sia f una funzione regolare definita
su ©, e sia w € D(Q) un campo vettoriale. Per il teorema della divergenza

[viow==[1vow

Si noti che il termine di bordo & zero perché w ha supporto compatto in Q. Se Vf & in L*(Q)
allora

‘/ﬂfv-w' < V1wl

Dunque l'esistenza del gradiente di f permette di integrare il prodotto tra f e la divergen-
za di un campo regolare, stimando il risultato con la norma del campo. Usando questa
osservazione, diamo la definizione di gradiente debole. Sia f € L?*(€)). Diremo che f ha
gradiente debole in L%(Q)) se esiste una funzione vettoriale u tale che, per ogni campo

vettoriale w € D({2) vale
—/ fV-w= / u-w
Q Q

Se esiste, il gradiente debole di f € unico, e, se f é regolare, ovviamente u = V f.

Si chiama spazio di Sobolev H'! lo spazio delle funzioni v € L*(f2) con gradiente debole
Vu € L*(Q). 1l prodotto scalare su H' ¢

(u, ) = (u,v) 2 + (Vu, Vo) e

dove, naturalmente
(Vu, Vo) = / Vu - V.
Q
Si dimostra che H'! ¢é effettivamente uno spazio di Hilbert, e che
P = o |

C>(Q) =H'

cioé H' coincide con la chiusura topologica delle funzioni C*°(2) rispetto alla norma H'.
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13.1 1l problema di Poisson-Neumann in [a, b]

Definizione di H'(a,b)

Lo spazio H'(a,b) ¢ lo spazio delle funzioni quadro sommabili con derivata debole quadro
sommabile. Dimostro che avere la derivata in L? da anche regolarita puntale alla funzione.
Sia f € C*(a,b) e || f|| + H' < +o0. Indico con L la lunghezza dell’intervallo L = b — a.

1.

(@) - f) < / 1< ViE—lIF

e dunque f si estende per continuita agli estremi dell’intervallo e la stima vale anche per
aeb

2. Sia my = 1/L [7 f la media di f.

I 1
mil< 1 [ 101<—= )

3. Poiché f ¢ continua in [a, b, esiste un punto Z tale che my = Z. Dunque,
[f (@) —mg| < VLIIf|

4. Usando i punti precedenti

f@)] < | (@) = mg| + |ms| < VLIS + 1A/

Queste affermazioni valgono anche per f € H', per densita. Infatti, se f € H! esiste
fn € C>=(a,b) che converge a f in norma H', dunque ||f,||z1 < c. Dalle stime precedenti
segue che f,, sono equilimitate e equi-holderiane, dunque per Ascoli-Arzela ogni sottosequenza
di f, ha una sottosequenza convergente nella norma del sup. Ma f,, — f in L?, dunque tutte
le sottosequenze convergono uniformemente a f. A questo punto si pud passare al limite
ottenendo la tesi.

Si provi per esercizio, senza invocare il teorema di Ascoli-Arzela, che f,, ¢ di Cauchy nella
norma, del sup.

Procedendo come sopra, ¢ immediato dimostrare che i chiusi e limitati di H' sono compatti
rispetto alla convergenza uniforme. Infatti la limitatezza della norma garantisce equilimi-
tatezza e equicontinuita, e dunque si puod invocare il teorema di Ascoli-Arzela. Poiché la
convergenza in norma L* implica quella in norma L2, ne segue che i limitati di H' sono
precompatti in L2, Si dice dunque che H' si immerge compatto il L2

La disuguaglianza

[f (@) = ms| < VLS|

rientra nella classe delle disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger e questo tipo di disuguaglianza
ha un ruolo chiave nelle applicazioni degli spazi di Sobolev. Prima di mostrarne una, diamone
la sua versione in L2, che si ottiene integrando in x.
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Teorema 13.1. Disuguaglianza di Poincaré- Wirtinger in dimensione 1

b
I —myll2 < / de < LIf' I3 = )£

e dunque
If = mylla < LI ]| 2 (13.1)

Consideriamo di nuovo il problema di Poisson u” = — f con condizioni di Neumann omogenee.
Sappiamo che f deve essere a media nulla, e che possiamo cercare la soluzione tra le funzioni
a media nulla perché u é definita a meno di una costante.

Integrando contro una funzione test ¢ € C*°(a,b), 'equazione data diventa

/abzt'ab’:/abm

(il termine di bordo si annulla perché u’ & 0 al bordo). Poiché ogni funzione g € H' &
limite di funzioni regolari nella norma H', 'uguaglianza precedente deve valere anche se
¢ € H'. Chiamero soluzione debole in H' una funzione u in H! per cui valga 'uguaglianza
precedente per ogni ¢ € H'. Noto che se ¢ = 1, 'uguaglianza ¢ soddisfatta per qualunque u,
dunque la formulazione debole ha senso per funzioni ¢ ortogonali alle costanti. Mostriamo
che v esiste unica se f ¢ a media nulla, nel sottospazio H} =g € H': fab g = 0, che é proprio
il sottospazio ortogonale alle costanti.

Il passaggio chiave ¢ la disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger, che assicura che se f € H} |
allora

1fll2 < LILF 2

Da questa disuguaglianza, infatti, segue che

1z, = VAl + 112 e L2

sono norme equivalenti in H!, su cui dunque posso considerare come prodotto scalare la
forma,

(f,9)m = / N

Allora, assegnata f in L? (lo spazio delle funzioni L? a media nulla) il funzionale

M/abfg

¢ lineare continuo su H! perché

b
/ fqﬁ‘ < 6l Fls < VElI Sl

Per il teorema di rappresentazione di Riesz, esiste unica u € H} tale che, per ogni g € H}:

/ab f9=(u,9)m = /abU’g’.

In questo modo abbiamo trovato u € H},, e abbiamo anche I'unicita.
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Una osservazione sulla regolarita: dalla definizione stessa di soluzione debole, scegliendo
¢ € D(a,b), si ottiene che f ¢ la derivata debole di «/, ed ¢ in L?. Dunque u € H?, che ¢
lo spazio delle funzioni con derivata prima e seconda il L2. Dal fatto che le funzioni di H*!
sono Hélder continue, segue facilmente che le funzioni di H? hanno derivata prima Holder
continua. Quindi se u ¢ soluzione debole con f € L?,, allora u € C*'/2. Inoltre, la derivata
di u si estende fino al bordo perché é holderiana.

Se f ¢ continua, u € C?*((a,b)) N C*([a,b]) e la soluzione ¢ forte.

Teorema 13.2. Sia T ['operatore che a f € L2, associa u € H}, soluzione dell’equazione di
Poisson in forma debole. Considerandolo come operatore da L2, a L%, T ¢é autoaggiunto e
compatto.

Dimostrazione. Per ogni v € H} |

/ @ = / o

Scegliendo g € L2 e v=Tg € H}, si ha

/ "y (Tgy = / f1g

Dunque T é autoaggiunto. La compattezza di T segue dal fatto che I'immagine di un limitato
¢ un limitato in H', che si immerge compatto in L2 O

Posso applicare la teoria degli operatori compatti autoaggiunti, e dedurre che 7" ammette una
base di autofunzioni ¢y, con autovalori yy positivi che tendono a zero (sono positivi perché
— 02 ¢ un operatore positivo). Ricordo che T'f = u con f € L? e u € H! ¢ equivalente
al fatto che u é soluzione debole del problema di Poisson. Dunque ¢ € soluzione debole
del problema di Poisson con f = A\p¢y, con A\, = 1/ug. Poiché ¢, € L?, per I'analisi della
regolarita che abbiano fatto al punto precedente, si ottiene che ¢, € H? e dunque & CH/2,
Usando di nuovo 'equazione, si ottiene che ¢y, ¢ C? quindi vale

O = —AeOy

da cui segue che ¢ sono funzioni C*([a, b))

13.2 1l problema di Poisson-Dirichlet in [a, b]

Lo scopo di questa sezione ¢ adattare la teoria svolta per le condizioni di Neumann al caso di
condizioni di Dirichlet. Daro pero le definizioni e alcuni teoremi direttamente per €2 dominio
limitato di R™, anche se la teoria per questo caso € svolta nel paragrafo successivo.

Per trattare il caso di condizioni di Dirichlet omogenee, bisogna ambientare il problema in
uno spazio che tenga conto delle condizioni al contorno. In una dimensione é particolarmente
semplice, perché

Hy(a,b) = {f € Hi(a,b): f(a)=0=f(b)}
¢ un sottospazio chiuso di H' (ricordo che le funzioni di H' sono C'/?). D’altra parte

in dimensione maggiore le funzioni di H' non sono necessariamente continue, dunque ¢é
necessario operare un modo differente.
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Definizione.
Si indica con H} il sottospazio chiuso di H! che si ottiene come
0 p

D) = H.

La definizione di questo spazio include in qualche senso la condizione al contorno omogenea
di Dirichlet, infatti se f € H} ¢ regolare, allora ¢ nulla al bordo. D’altra parte non ¢ evidente
cosa vuol dire “valore al bordo” per una funzione non regolare (per approfondimenti, vedi i
teoremi di traccia su [S] par 7.7).

In questo spazio si ambienta perfettamente il problema di Poisson-Dirichlet. Ma prima
bisogna premettere un’importante disuguaglianza.

Teorema 13.3. Disuguaglianza di Poincaré in Hj((a,b))
Sia f(x) € H}. Allora
1fll2 <200 = a)|lf]|2

Dimostrazione. Lo dimostro prima per f € C3°([a,b]). Poiché f(a) =0

per Cauchy-Schwartz. Integrando in x:

IF15 < 2(6 = a) [l £ll2 11£1l2

1/2

da cui
Il flla < 2L f'|l2

Questa conclusione si estende facilmente a f € Hy per densita delle funzioni C§° in Hy. O

Teorema 13.4. Disuguaglianza di Poincaré in Hj(S2)
Se f € Hy(Q) vale la disuguaglianza di Poincaré

1£115 < eIV £1I3 (13.2)

Dimostrazione. Sia f € C§°(2), Prolungando f a zero in un dominio rettangolare di spigoli
di lunghezza L opportuna, e usando il caso unidimensionale, ¢ facile mostrare che Usando
la densita di C§°(2) in H{ si mostra che la disuguaglianza di Poincaré ([13.2) vale per ogni
fin H} (lo lascio per esercizio: sia f, € C5°(2) con f, — f nella norma H'; ne segue che
fo—=finL?eVf,—>VfinL?...).

Si osservi infine che la disuguaglianza di Poincaré non é verificata da f = 1 (e della costanti
in generale). Questo fatto prova che HJ ¢ un sottospazio proprio di H;. O

Esercizio 41. * L’ortogonale di H}
Trova Portogonale di H}(—1,1) in HY((—1,1).

Esercizio 42. * 0 su funzioni H'(a,b)
Sia xg € [a,b] e sia Tf(x) = f(zo). Prova che T & un funzionale lineare e continuo in H'. Dunque
per il teorema di Riesz esiste 6 € H' tale che (6, f) g1 = f(x0). Trova 'espressione esplicita di 6.

Risolvi lo stesso problema in H& e H!  con il prodotto scalare dato dal prodotto L? delle derivate.
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Esercizio 43. Poisson-Dirichlet nel caso unidimensionale

Consideriamo di nuovo il problema di Poisson u” = —f, ma stavolta con condizioni di Dirichlet
omogenee. Integrando contro una funzione test ¢ € D(a,b), 'equazione data diventa

/abu%b’:/abfgz)

Questa volta il termine di bordo si annulla perché ¢ é nulla al bordo. Per densita delle funzioni di
D(a,b) in H&, I'uguaglianza precedente deve valere anche se ¢ € H&. Chiamero soluzione debole in
H} una funzione u in HJ per cui valga 'uguaglianza precedente per ogni ¢ € H{.

Il fatto che in H} valga la disuguaglianza di Poincaré permette di trattare questo problema nello
stesso modo del caso delle condizioni di Neumann. Dalla disuguaglianza segue infatti che

VIl + 112 e 112

sono norme equivalenti in Hol, su cui dunque posso considerare come prodotto scalare la forma
bilineare

(f, 9 = / .
w/abfg

b
/ fqb) < 19llal e < VISl

Allora, assegnata f € L?, il funzionale

é lineare continuo su H& perché

Per il teorema di rappresentazione di Riesz, esiste unica u € H& tale che, per ogni g € H(}:

/ab fg=(u,9)m = /abU'g’-

In questo modo abbiamo trovato u € H}, e abbiamo anche I'unicita.
L’analisi della regolarita é identica al caso delle condizioni di Neumann omogenee.

Esercizio 44. La base per 0> con condizioni di Dirichlet omogenee

Per esercizio, mimando il caso di condizioni di Neumann omogenee, provare che L?(a,b) ha una
base di autofunzioni della derivata seconda, che sono C*[a, b], e gli autovalori sono una sequenza
positiva che tende a infinito.

Esercizio 45. *

Provare ad adattare questa teoria all’equazione

((1—a?)u') = ~f

Possibile traccia: f deve essere a media nulla, la spazio da considerare deve essere quello delle
funzioni a media nulla con [~ (1 — 22)u'? limitato. Serve perd una disuguaglianza di Poincaré che

assicuri la continuita in questa norma del funzionale g — [ gf con f in L?.
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13.3 1l Problema di Poisson in 2

Per il problema di Poisson con condizioni di Dirichlet omogenee abbiamo gia tutti gli stru-
menti per ottenere un’unica soluzione debole. Resta pero da discutere la regolarita, su cui
richiamero qualche teorema. Per il problema di Poisson-Neumann manca invece 1’oppor-
tuna disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger, che si dimostra sotto opportune condizioni di
regolarita del bordo di §2.

Sia €2 un dominio di R™ (cioé¢ un aperto connesso e limitato). L’equazione di Poisson con
condizioni di Dirichlet omogenee al bordo é

{Au =—f inQ (13.3)

u=0 su 0f)

e puod essere vista come il problema della determinazione del potenziale elettrostatico u data
la densita di carica f, assumendo u nullo al bordo. La stessa equazione si ottiene se si
cercano le soluzioni di equilibrio per I'equazione delle onde (o del calore) con forzante f, con
condizioni di Dirichlet nulle al bordo.

Poiché l'equazione delle onde con forzante viene da una lagrangiana (vedi il capitolp [L.1)), l'e-
quazione dell’equilibrio sara anche I’equazione per la determinazione dei minimi dell’energia
potenziale. Sia dunque E[u] il funzionale che esprime I’energia

E[u]:%/QVu-Vu—/qu

La variazione prima di E' si ottiene come al solito da

0E =

= EZOE[u—i—ev] :/Q(Vu-Vv—fv)

Imponendo che v sia nulla al bordo (in accordo con le condizioni al contorno assunte su u),
si ottiene che i punti u stazionari per Efu] (e in particolare il punto di minimo), devono
soddisfare 1'equazione

/(—Au — f)u =0 Yo regolare e nulla al bordo
Q

Infatti
Vu-Vu=V-(vVu) — Auv

e, usando il teorema della divergenza e il fatto che v é nulla al bordo,

/V-(UVU):/ v Opu = 0.
0 o9

Definizione u € H; ¢ una soluzione debole del problema di Poisson-Dirichlet (13.3) se

per ogni v € Hy vale
/Vu-Vv:/vf
Q Q
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La disuguaglianza di Poincaré permette di risolvere immediatamente il problema dell’esi-
stenza di u. Infatti, come nel caso unidimensionale, la norma di H' ¢ equivalente, in H},
alla norma data dal prodotto scalare

(u,v)q ::/Vu-Vv
Q

Data f € L?, per ogni v € Hj vale

it

Questa disuguaglianza implica che v — fﬂ fv @ lineare continuo in H} e dunque per il
teorema di Riesz esiste u che lo rappresenta mediante prodotto scalare, cioé u é soluzione
debole dell’equazione di Poisson.

Risulta cosi definito

< IfIHvll < el fllloll -

T:L*—Hy: Tf=u < /Vqu:/fv Vo € H,
Q Q

Esercizio 46.

Mostra che 0 non é un autovalore per T'.

Teorema 13.5. T" é autoaggiunto
T é autoaggiunto.

Dimostrazione. Data f € L*(Q2), per ogni v € H} si ha che

(vav)l = (f,U)

Sia g € L*(Q), scegliamo v = T'g € H}. Si ottiene

Scambiando f con g nei vari passaggi, si ottiene infine

Teorema 13.6. Compattezza di T
H(Q) si immerge compatto in L*(?). Dungue T ¢ compatto.

Dimostrazione. In dimensione 1 ¢ stato molto semplice mostrare la compattezza in L? dei
chiusi limitati di H'. In dimensione maggiore ¢ necessario qualche sforzo e qualche cautela
in piu.

Sia L tale che Q C J", con J = [-L/2,L/2]". Poiché se f € D(Q), allora la funzione che
si ottiene prolungandola in tutto J" con 0 & in C D(J"), si puo identificare ogni funzione di
Hi(2) con una funzione di H*(J™) periodica.

Ricordo che i coefficienti di Fourier sono definiti da

P 1

Je= W/] efikm/Lf(:C) dx

106



e che se f é regolare
T

L

Dunque la chiusura in H' delle funzioni C* periodiche sono date in Fourier da fk tali che

2 A~
11 =3 (1 + P ) 1 < o0

keZ

ﬂk:ik

Come dimostrato nel punto [10.1] i limitati in questa norma sono compatti il £3(Z), e dunque
compatti in L*(J"). Ne segue che HJ(£2) si immerge compatto in L?(£2). O

La simmetria e la compattezza di T garantiscono che esiste una base di autofunzioni ¢ con
autovalori p decrescenti che tendono a 0 (0 non é autovalore dunque, essendo 7' compatto,
gli autovalori sono infiniti e accumulano in 0). Dunque

Tor = iy

Si noti che si puo dimostrare che le autofunzioni sono C*°(£2).

Rimane da considerare il problema di Poisson-Neumann in {2, per il quale enuncero i risultati,
senza le dimostrazioni (che avete fatto nel corso di Istituzioni di Analisi Superiore). Per
trattarlo sara necessario discutere della regolarita del bordo di un dominio.

13.4 1l problema di Poisson-Neumann in ()

Definizione Un dominio 2 ¢ di classe C* se 90 ¢, in ogni suo punto, localmente grafico di
una funzione di classe C*.

La definizione rigorosa ¢ la seguente. Si richiede che per ogni z € 0f), esista una palla B di
centro z, un sistema di coordinate cartesiane (z,y), con z € R" ! e y € R, con origine in ,
un intorno U di 0 in R*"! ed una funzione ® € C*(U,R) tali che

e ONB={(z,P(2))|z €U}
e ONB={(z,y) € Blze U,y <P(2)}

Si dice che € é lipschitziano se ® é lipschitziana. Noto che per il teorema di Rademacher,
una funzione lipschitziana ha gradiente quasi ovunque, e dunque per quasi ogni x € 02,
esiste 'iperpiano tangente a 9 in z e quindi la derivata normale esterna (per questo serve
la seconda condizione data sopra, che afferma che distinguo localmente interno ed esterno).

Noto infine che se  é limitato, € & unione finita di grafici di funzioni lipschitziane (uso la
compattezza).

La condizione di lipschitizanita ¢ quella minima che permette di dimostrare il teorema della
divergenza, e permette anche di costruire un operatore di prolungamento per H!

Teorema 13.7. Teorema di prolungamento Sia § limitato e lipschitziano. Esiste un dominio
limitato Qo che contiene compattamente 2 e un operatore lineare E da H'(Q) a Hg (), tale

che.
[Efl<clfll e Eflg=1Tf
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Per la dimostrazione vedi [S] o [G|. Questo teorema asserisce che ogni funzione di H'(Q) ¢
prolungabile a una funzione a supporto compatto in un dominio piu grande.

Abbiamo gia usato un caso facile di teorema di prolungamento: sia )y un dominio che
contiene (), e sia
Ef(z) = f(x) per x € Q, 0 altrimenti

F @& un’isometria (non suriettiva) da Hg(Q2) a H}(Qo). Nel caso di funzioni solo H'(2) non

si puo invece prolungare ponendo f = 0 fuori da €2, perché la funzione che si ottiene non é
in H!.
Il teorema di prolungamento ¢ alla base di due importanti risultati.

Teorema 13.8. Immersione compatta di H'(Q) in L*(Q)
Se Q ¢ lipschitziano, H'(Q) si immerge compattamente in L?().

La dimostrazione la lascio per esercizio, perché ¢ identica al caso di H', a parte la necessita
di usare le estensioni delle funzioni di H*!.

Teorema 13.9. Teorema di Poincaré- Wirtinger
Se Q ¢ lipschitziano, esiste una costante c tale che per ogni u € H!

[ = || < e[ Vul]

Dimostrazione. La dimostrazione si puo fare facilmente per assurdo: sia u, a media nulla e
normalizzata
lunllfn = llunl® + [Vun | = 1

tale che
[unll = n|| V.

Per la limitatezza di |lu,| segue che ||Vu,|| — 0, e dunque, usando la normalizzazione,
|u,]| — 1. Poiché |lu,| g € limitata, u, converge debole in H' a u € H', e dunque
Vu, — Vu, e u, — u in L?, per la compattezza dell'immersione di H' in L?. Quindi

|IVu|| <liminf||Vu,|] =0
n—-+o0o

Ma allora u é una costante (ha gradiente nullo), di media nulla, e dunque é nulla, invece,
poiché u, converge a u il L%, ||u| = lim, o ||u.|| = 1, che & assurdo. O

Esercizio 47. Il problema di Poisson-Neumann

Come facile esercizio, si provi I'esistenza e unicita di una soluzione debole in H}, () (lo spazio delle
funzioni H' a media nulla) dell’equazione

Au=—f
con condizioni di Neumann omogenee, secondo le seguenti linee.
a. Mostra che puo esistere una soluzione regolare del problema solo se vale la condizione di com-

/
Q

(usa il teorema della divergenza, o, se preferisci, la prima identita di Green)
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b. Mostra che se u é soluzione, allora u + ¢ € soluzione per ogni costante c.

c. Mostra che se u & una soluzione regolare, per ogni v in H'(Q) vale

/QVU'VU = /va (13.4)

(dimostralo prima per v € C*°(Q2) e concludi per densita).

d. Nota che poiché f & a media nulla, questa identita vale se e solo se vale per v € H. | il sottospazio
di H'(Q) delle funzioni a media nulla.

e. Dimostra che H! & un sottospazio chiuso di H' e che il suo ortogonale in H! & il sottospazio
delle funzioni costanti.

f. Usando la disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger, mostra che in H},, |[Vu|| ¢ una norma equiva-
lente a quella di H', che dunque puoi considerare dotato del prodotto scalare

(U, V) = / Vu - Vo
Q

. il teorema di Riesz per dimostrare I’esistenza e unicita di un uzione de in
Usa il teorema di Riesz per dimostrare l’esistenza e unicita di una soluzione debole in H},

h. Mostra che I'operatore T : L2, — H} che da la soluzione & autoaggiunto e compatto.

13.5 Le costanti ottimali per le disuguaglianze di Poincaré

Considero di nuovo il problema di Poisson-Dirichlet, in H}(2), con T : L(Q) — H}(Q), dato
da

Tf=u <= /Vu-Vv:/fv
Q Q
Siano ¢ le autofunzioni di 7, e siano p gli autovalori.

A meno della questione della regolarita fino al bordo, le funzioni ¢, soddisfano per per ogni
v € Hg
pe (P, v) = (Tp, v)1 = (Pp, v)
Scegliendo v = T'¢, ho
1k (Dr, D)1 = (Prs 1) = [Pkl Okn

Scegliendo ¢y, normalizzate in L?, sia ottiene dunque

(K, On)1 = Otk

Quindi ¢ ¢ un sistema ortogonale anche nella norma H}.

Questa uguaglianza ci permette di analizzare meglio la disuguaglianza di Poincaré. Infatti,
data u € H}(Q)
u=> ipgp dacuilully =) |l
k k

Inoltre
1

lullfyy = (Va, V) =y - — i
o Mk
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Dunque la migliore costante v per la disuguaglianza di Poincaré deve soddisfare
PRICYEE BPL
B o Mk

Dunque v* = supy, ix, ma i py sono decrescenti, quindi v* = po. cioé « ¢ la radice del
reciproco del piu piccolo autovalore del laplaciano.
Lo stessa conclusione, naturalmente, vale per il caso delle condizioni di Neumann omogenee.
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14 1l problema di Laplace

Ci sono vari metodi per trovare una funzione armonica in un dominio, con condizioni di
Dirichlet o Neumann al bordo. In particolare per il problema di Laplace-Dirichlet si puo
usare il teorema di Lax-Milgram, introducendo lo spazio H %(89) delle tracce delle funzioni
H'(2) per domini con bordi lipschitziani (vedi per esempio il Salsa); oppure si pud invocare
il metodo di Perron, che costruisce elegantemente la soluzione mediante funzioni sub e super
armoniche (sul Salsa non trovate questo risultato ma 1’analogo per il caso discreto, molto
semplice e istruttivo). In dimensione due si possono anche usare le mappe conformi per
ridursi al caso del cerchio.

In questo capitolo invece utilizzerd il metodo dei potenziali di singolo e doppio strato, di
maggior interesse fisico-matematico, che permette di trasformare il problema di Laplace in
un’equazione integrale per un operatore compatto, la cui soluzione sara determinata mediante
i teoremi dell’alternativa.

In ogni caso tutti questi approcci sono piuttosto sottili, perché devono comunque affrontare il
problema della regolarita al bordo, che ¢ fortemente dipendentente dalla regolaria del bordo
(la teoria piu si sviluppa attraverso il metodo di Perron).

Per questo argomento seguird parzialmente il testo
[DL] R. Dautray, J.-L. Lions: Mathematical Analysis and Numerical Methods for Science
and Technology - Physical Origins and Classical Methods - Volume 1 - Springer- Verlag

14.1 La funzione di Green e il potenziale di volume

Ricordo che la funzione di Green per il problema di Poisson in R ¢ data da

—%lnb{]
1

d—
1
@5t W 42

Gilx) = {

dove |0S% & la misura del bordo della sfera unitaria in R In particolare G3 = 1/(47|x|).
La funzione di Green verifica, nel senso delle distribuzioni,

AG = —0

Fisicamente questa affermazione vuol dire che G ¢ il potenziale generato da una carica
puntiforme nell’origine (ricordo che il laplaciano del potenziale elettrostatico € proporzionale
alla densita di carica elettrica, e la stessa relazione vale tra il potenziale gravitazionale e la
densita di massa).

Assegnata una distribuzione di carica f, il potenziale generato da f, che d’ora in poi chiamero
potenziale di volume), ¢

Vi) = [ Galx=3)f)dy

Proposizione 14.1. Sommabilita di G e delle sue derivate

La funzione G4(x) € divergente in x = 0, ma é sommabile in un intorno di 0 in qualunque
dimensione.

Gy tende 0 per |x| — 400 in dimensione d > 3, diverge logaritmicamente se d = 2.
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1 X
| 05 |x[41
ed & sommabile in un intorno di 0 (ma non all’infinito).
Le derivate seconde sono date da

VGd(X) =

1 1

2 —
) = s

e, divergendo come 1/|x|%, non sono sommabili intorno a 0.
Vale pero per ogni r > 0

/ 8ide(X)0'<dX) =0 (142)
x| =r

La prova si fa per ispezione diretta. Per 1'ultimo punto basta notare che se i # j il primo
termine ¢ nullo, mentre I'integrale del secondo, con z;z;, ¢ nullo perché il cambiamento di
variabile x; — —z; deve lasciare inalterato 'integrale. Invece, poiché

/|x|:,« zio(dx) = é/lx:T x| (dx)

questo contributo cancella 'integrale del primo termine nel caso di ¢ = j.

Presento ora qualche risultato di regolarita classica del potenziale di volume. Comincio con
il provare la buona definizione, nel caso di f € L' N L*>. Rimando per esempio al Lieb e Loss
[LL] capitolo 10, per le stime di V' f nella sola ipotesi f € L? con p < +00.

Teorema 14.1. Esistenza e limitatezza del potenziale di volume
Sia f € LY N L, e, nel caso di dimensione 2, sia anche a supporto compatto. Allora V f ¢é
ben definita, ed & una funzione limitata se d > 3. In particolare

_ 2/d
IV flloo < €l FI2 11T

Nel caso d = 2, usando che f ¢ limitata e che Go(x —y) é sommabile sul supporto (limitato)
di f, si ottiene che V f ¢ definito e localmente limitato. Per d > 3 stimo il campo separando
I'integrale in due regioni:

Vi= [ Gix-yfwidy s [ Gux-y)f)dy
|x—y|<r |x—y|>r
Il secondo integrale é stimato da

1
(n—2)| 0S%r

1/l

Il primo é stimato da

1 1 1 T r2
=gl /| = gl | rto= =511

Queste due stime provano che il potenziale ¢ limitato. La somma dei due termini si puo
ottimizzare cercando il minimo in r, o semplicemente cercando il valore di r tale che i due
termini siano uguali (la differenza sara solo nella costante moltiplicativa davanti alla stima
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finale). Indicando con ¢ qualunque costante che dipende solo dalla dimensione, scelgo r tale
che

1
P fllee = ez /1l

Si ottiene
_ 2/d
IV Flloo < el I F1F

Per provare la regolarita del potenziale di volume sara necessario passare la derivata sotto
segno di integrale, passaggio tutt’altro che ovvio vista la di singolarita di G4. Uno dei modi
per farlo potrebbe essere di considerare il caso di f regolare a sufficienza, che permette di mo-
strare che V(Gx* f) = G+ V f, per poi spostare la derivata su G4, con qualche cautela. Infine,
si chiude la prova per densita delle funzioni regolari. Poiché questo approccio é comunque
complicato nel caso delle derivate seconde, userd un’altra strada, che ovviamente non puo
evitare 1 punti tecnici fondamentali (cioé la procedura di isolamento della singolarita), ma
rende le dimostrazioni un po’ pitl concise.

Userd il seguente risultato di teoria delle distribuzioni.

Teorema 14.2. Derivate distribuzionali regolari
Se a é una distribuzione il cui gradiente distribuzionale Va é una distribuzione regolare
continua, allora o ¢ una funzione C'.

La dimostrazione di questo teorema (di cui puo sfuggire a prima vista il senso se non ci si
riflette un po’) é semplice in dimensione 1, pitt complessa in dimensione maggiore. La trovate
su LL, capitolo 6.

D’ora in poi omettero l'indice d in Gy.

Teorema 14.3. Vf e C!

Sia f € L* N L>. Allora VG * f € C°(RY) ed & uniformemente limitato.
Perd>3,VfeC'eVVf=VGxf.

Lo stesso risultato vale in dimensione 2 se f & a supporto compatto.

Prima della dimostrazione faccio un commento sull’enunciato. Questo teorema asserisce la
continuita e la limitatezza del campo (cioé del gradiente del potenziale). Per poter dire che
Vf é di classe C' serve pero che il potenziale esista, e questo fatto in dimensione due si
ottiene aggiungendo 'ipotesi di supporto compatto per f.

Dimostrazione. Inizio con il provare la regolarita di VG * f, poi mostrero che é il gradiente
debole di V' f, e invocando il teorema chiudero la prova.
Notando che VG ¢ stimato da 1/[x|?"!, sommabile intorno alla singolarita, e procedendo
come nel teorema [14.1] cioé separando I'integrale nelle due regioni [x —y| <re |[x—y| >r,
si ha ]

IVG * flloo < el flloer + €5 [ Il

e ottimizzando su r si ottiene
_ 1/d
IVG * flloo < IFIISY2 £

Discuto ora della continuita. Osservo che

| Vo
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¢ una funzione continua per convergenza dominata, infatti f € L1,
lim VO — y)l X {x — y| = VG(x — y) X {x ~ y]}
quasi ovunque in y (la convergenza non ¢’é se se [y — x| =¢) e
[VG(x = y)|X{jx —y| > e} < ¢/e’.

Inoltre

[ VGl dy < sl

cioé ¢ uniformemente piccolo in €. Dunque VG x f ¢é limite uniforme di funzioni continue, e
dunque é continuo.

Provo ora che VG x f ¢ il gradiente debole di Vf. Poiché |Vp(y)||G(x — y)||f(y)| ¢
sommabile in dx dy, per Fubini si ha

~ [axvetovs = - [ayiw) [ Gox—y)Te ax

Ora si deve spostare il gradiente da ¢ a G, mediante il teorema della divergenza.
Ricordo che se g ¢ una funzione regolare, e €2 é un dominio limitato con frontiera regolare,
allora

/ Vyg(x)dx = / g(x)n(x)o(dx)
Q a0
dove n ¢ al normale esterna a Q.

Nel nostro caso G(x — y) non ¢é regolare, dunque bisogna isolare la singolarita:

/G( yv)Vo(x dx-hm/ / x —y)Ve(x) dx
e—0 Ix—y|>e

—ti [ G- yelnoldx) - [ VOG- ¥ Ve dx

Nel termine di bordo uso n(x) normale esterna alla palla (e dunque interna al dominio, per
¢’é un segno meno davanti), nel secondo termine sono gia passato a limite, che esiste perché
I'integrando ¢ sommabile. Riamane da valutare il limite del termine di bordo: in dimensione
d > 3, é V'integrale sul bordo della palla, che misura | 95%|e?~! di una funzione che ¢ ¢/|e?~2|
e dunque va a 0 in €. In dimensione due, é I'integrale su una circonferenza di misura 2mwe di
una funzione che é clog(e), dunque anche in questo caso il termine di bordo tende a 0.
Abbiamo quindi provato che

/ (x)VV f(x /f dy/VGx— (x) dx.

Un’ultima applicazione del teorema di Fubini permette di concludere che

/(pVVf:/gOVG*f

da cui la tesi, usando il teorema [14.2
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Teorema 14.4. Ulteriore regolarita di VG x f
Se f € L' N L™ allora VG * f ¢ “quasi lipschitziano”, cioé

(VG f)(x) = (VG f)(y)] < co(lx = y])

ove [In(r/e) 0,1]
r|In(r/e sere|0,1
p(r) = { 1 altrimenti

E facile mostrare che questa condizione implica ’hdlderianita di VG * f per qualunque a.
Non dimostro questo risultato piu sottile, ma rimando al testo: Carlo Marchioro, Mario
Pulvirenti Mathematical Theory of Incompressible Nonviscous Fluids ISBN 978-
1-4612-4284-0, Springer per la dimostrazione nel caso bidimensionale. Questa proprieta ¢
essenziale per dimostrare l’esistenza e unicita delle soluzioni dell’equazione di Eulero per
i fluidi incomprimibili non viscosi in dimensione 2, attraverso il fatto che la condizione di
quasi-lipschitzianita di un campo vettoriale, pur essendo piu debole della lipschitzianita,
garantisce I'unicita delle linee di flusso (che invece non é garantita dalla sola hdlderianita).

Nonostante V f risolva, come ricorderemo, il problema di Laplace AV f = —f, la sola con-
tinuita di f non garantisce la regolaritd C? del potenziale generato, ma per ottenerla ¢é
sufficiente un po’ di regolarita in piu di f.
Teorema 14.5. Regolarita holderiana di VG x f
Sia f sommabile, limitata, e in C*, con a € (0,1), cioé esista ¢ < 0 tale che per ogni x,x’
con |x —x'| <1 si abbia

(%) = F()] < elx = x|
Allora VG % f & una funzione C', Yo/ < a.

Nel caso d > 3 questo teorema afferma che Vf € C***. Nel caso d = 2 se si assume f
& a supporto compatto si ottiene che V f ¢ ben definita e dunque ¢ in C?™®. Dimostro il
teorema per d = 3, ma i passaggi sono gli stessi anche per gli altri valori di d.
In notazione matriciale

1 Ijx)? - 3x®x

4 |x[?

Si osservi che 9*G ha traccia nulla, cioé¢ AG = 0 per x # 0.

0%G(x) =

Calcolo le derivate distribuzionali di VG * f. Sia ¢ € D(R?) (cioé sia in Cf°). Isolando la
singolarita e usando Fubini

J oot ax =t [avsts) [ o066 apmoax

L’integrale in dx puo essere riscritto come

| G-y o ax-
oyl (14.3)
- [ oG yebmixet — [ 0,60 y)etx) i

|x—y|>e

dove n; = (x; —y;)/e & 'i-esima componente della normale esterna alla sfera. Valuto il primo
integrale, usando l'espressione delle derivate di G:

/ _ 8j(G(X —y)cp(x))ni(x)g(dx) _ 1

el

/: zinp(x + z)o(dz)
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Poiché z = en questo integrale ¢ pari a

1
- nn;p(x + en)o(dn)
AT Jjnj=1
che tende, per convergenza dominata, a
o) [ mmo(dn) = ~3060
— X n,n;oldn) = ——p(X)o;,;
471'@ In|=1 J 390

L’integrando del secondo termine della diverge come 1/|x — y|3, dunque non ¢ evidente
che esista il limite per € — 0. Questo limite esiste perché vale la (14.2)), infatti vale

£%|_F>%G@—YW@ﬁk
— /| - 8z‘jG(X - Y)QO(X) dx + / e @JG(X — }’)(QO(X) — SD(Y)) dx

Per ottenere questo risultato ho sottratto 0;;G(x — y)¢(y) nella regione {¢ < [x —y| < 1}
perché ha integrale nullo in dx. Posso infine passare al limite ¢ — 0 perché I'integrando del
secondo termine ¢ stimato da

18,60 =)o) — ot < LT

che ¢ sommabile. Quindi se ¢ ¢é regolare. esiste come valore principale

/&-JG(X —y)p(x)dx = lim 0;;G(x — y)p(x) dx

e—0 \x—y\za

Mettendo insieme i vari termini, abbiamo ottenuto

[vewmarn =3 [oareax— [y [axecix-ye)

dove I'ultimo integrale va inteso nel senso del suo valore principale.

Mostriamo ora come possiamo invertire 'ordine di integrazione nell’ultimo termine, nono-
stante sia definito come valore principale, se f € C*:

[ i) [ axoGix - yyety) =t [ axote)

82
|x—y|>e

oot [ Posysmays [axet [ 201 - 109)dy

Gx—y)f(y)dy =

Il secondo integrale in dy esiste perché, usando la regolarita di f, I'integrando é limitato da

CB—YP
x —y3

che ¢ sommabile intorno a 0. Dunque le derivate distribuzionali di VG x f si identificano con
le funzioni

PG+ f) =5 1) + [ PGx-3)f()
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dove 'integrale va inteso nel senso del valore principale. (cioé¢ del limite su |z — y| > €).

Mostro la regolarita hélderiana in x. Il primo termine é proporzionale a f(x) che per ipotesi
é in C. Spezzo I'integrale su |[x —y| > 1 e su |[x — y| < 1. Riscrivo il primo come

0*G(z)f(x +z)dz

|z|>1

e stimo

1
9*G(z x+z)— f(x'+2z)dz<c —
| 1rcwlecrn - fx s mlda<c [

|z|>1 ’Z’3

|f(x+2) = f(x' +2)|dz

Purtroppo 1/|z|> non ¢ sommabile a infinito, dunque bisogna fare una doppia stima, spez-

zando ulteriormente l'integrale in |z| < R e |z| > R:
c
| 10G@I 6+ 2) - Fx ) da < 1
jo|>R R
/ |0°G(2)||f(x +2z) — f(X +2)|dz < clog R|x — x|
1<|z|<R

dove ¢ non dipende da R. Scegliendo di far divergere R come 1/|x—x/| si ottiene I'h6lderianita
di esponente o' per ogni o’ < a.
Resta da provare la regolarita del termine con |x —y| < 1. Questo integrale &

/ P CE ) — )b

La differenza tra il valore in x e in X’ di questo integrale é stimata da

1
c —|of
/|z|§1 |Z’3| |

of = f(x+2) = f(x) = (f(x' +2) - f(2)

dove

Per holderianitas:
6fl < clal® e 10f] < elx—x|°

Ma allora, scelto v € (0,1)
[6F1 = 18f1710£1"7 < elx — |20 |2

Quindi I'integrale ¢ stimato da

0*G(z)o f

dz < c|x — X'|a(1—v) / |Z|—(3—cw) dz < ¢, |x — X/|a(1—'y)

‘ |z|<1 |z|<1

con ¢, limitata ma divergente per v — 0. Poiché vale per ogni v € (0, 1), si ha I’holderianita
per ogni o/ < a.

Noto, infine, che il laplaciano di G x f ¢ la traccia della matrice delle derivate seconde, e,
poiché 9?G ha traccia nulla, si ottiene

AG* f) = ~33f(0) = ~f(@)
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Esercizio 48. Andamento asintotico del campo - parte 1
Sia f a supporto compatto. Mostra che esiste finito il limite

lim  [x|7YVG * f)(x)

|x|—+o0

Per la precisione, VG * f é asintoticamente uguale a

VG [ ) dy.

Esercizio 49. * Andamento asintotico di V f - parte II

Anche se f non ¢ a supporto compatto il campo tende a 0 (ma puo farlo in modo arbitrariamente
lento in |x|). Suggerimento. Definisci

M, = ’f(Y)| dy
ly|>R
e mostra che va a 0 per r — +o0o. Decomponi il campo in quello generato da f(y)X{|y| < r} e
f(y)X{ly| > r}, notando che il secondo tende a 0 per r — 400 uniformemente in x.
Prova a costruire un esempio di f con VG * f che tende a 0 con lentezza fissata.

14.2 Dipoli

In questo paragrafo determineremo I’andamento asintotico per x divergente della funzione di
Green, sia perché é una questione interessante in sé, sia perché sara utile per discutere alcune
importanti questioni di unicita. Per questo scopo é pero importante descrive il potenziale
generato da un dipolo.

Fisicamente, un dipolo é una coppia di cariche di segno opposto, vicine. Sia n un versore,
sia ¢ > 0 una lunghezza, e consideriamo la seguente distribuzione formata da due cariche
opposte a distanza € lungo n (la carica positiva & in en/2, quella negativa nel punto opposto)

pe =0(x —en/2) —o(x +en/2)

Nel limite ¢ — 0, va a zero nel senso delle distribuzioni. Se invece dividiamo per la distanza
e passiamo al limite, nel senso delle distribuzioni si ottiene

lim l,uE = lim1 (0(x —en/2) — 6(x+¢en/2)) = —n- Vo

e—0 € e—0 €

che ¢é I'espressione matematica del dipolo. In questo contesto, n é il momento di dipolo.
I1 potenziale generato da p. /e é

% (G(x —en/2) — G(x +en/2))
che tende a

—n - VGE(x)
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che dunque ¢ il potenziale generato dal dipolo di momento di dipolo n. In generale, il
momento di dipolo di due cariche di segno opposte C, poste in bt e b~ ¢ il vettore

d=C(b"—b")

(nel caso precedente si ottiene esattamente n). Per una distribuzione non atomica f(x),
complessivamente neutra, cioé tale che
fo=e

— [t dx

Infatti, siano f* e f~ le distribuzioni della carica positiva e di quella negativa, cioé
[T =max(f,0) f =max(—f,0)
equindi f=fT—f".SiaC=[f"=[f".Siha

/xf(x)dx=0(é/xf+ Jax— g [ xfx dx>: C(b* —b)
jE—%/ij[(x)dx

sono i baricentri della parte positiva e negativa.

il momento di dipolo ¢ dato da

dove

Teorema 14.6. Andamento asintotico del potenziale
Sia f limitata e a supporto compatto. Per |x| — 4o00:

V() = Glx) [ 1) dy = V60x)- [ yrv)ay+0(x )

Dunque al primo ordine significativo il potenziale é pari a quello generato da tutta la carica
concentrata nell’origine e il termine successivo ¢ un dipolo. Se la carica totale é nulla il primo
termine significativo ¢ quello di dipolo.

Dimostrazione. La dimostrazione € semplice, la faccio nel caso tridimensionale, e si ottiene
mediante uno sviluppo con Taylor. Sia |x| > |y|; allora

11 1
mlx —y| x| |x =y /x|
1 1

- Anlx| /T = 2%y /X[ + |y 2/ x]?
1 1 |Y|2>>
1+ % 10 <
x| ( Vx| |x|?

— G(x) - VG(x)-y+0 (;ylj)

Glx—y)=

Poiché f é a supporto compatto, per |x| abbastanza grande questo sviluppo é verificato per
ogni y nel supporto di f. Inserendolo nell’espressione di V' si ottiene la tesi. O]
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Esercizio 50. Andamento asintotico nel caso di momento secondo finito

Dimostra la validita dell’andamento asintotico anche se f non ha supporto compatto, ma nell’ipotesi
che il momento secondo di f sia limitato, cioé che

3
/R yPIF )] dy < +oo

Esercizio 51. Multipoli

Nell’integrale che definisce il potenziale di volume compare %G (x —y/p) dove p = |x|. Lo sviluppo
a ordine n da il termine di multipolo di ordine n del potenziale:

n! a‘a‘G o
n+1 > oo /Ry fy)dy

la|=n
dove a € N", e
lal = a1+ +ap
al=qap!- - ay!
o _ Q1 an

o aq Q)
ox* = 0z -

Si noti che si tratta di una funzione armonica in x di grado —(n + 1). Si dimostri che per p =1 si
ottengono armoniche sferiche di autovalore —n(n + 1).

14.3 1 potenziali di singolo e doppio strato

In questo paragrafo rileggo la III identita di Green, introducendo i potenziali di singolo e
doppio strato. In quello che segue assumero, per semplicita, che €2 sia un dominio limitato
con bordo regolare quanto serve.

Teorema 14.7. II identita di Green
Siano u e v due funzioni C*(Q) N CY(Q). Allora

/Q (uAv — vAu) = /8 (w0 —vo,u)

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una conseguenza del teorema della divergenza, infatti

uAv = div (uVv) — Vu- Vv
vAu = div (vVu) — Vu - Vv

dunque
ulv — vAu = div (uVv) — div (vVu)

Integrando in 2 e usando il teorema della divergenza si ottiene la tesi. O

La IIT identita di Green si ottiene considerando u(y) e la funzione di Green G(x—y), e mette
in relazione u, con il potenziale generato da Awu e due funzioni di bordo. Formalmente, poiché
AG(x —y)=—-0(x—Yy), se x € () si ottiene

—u(x) — VoAu(x) = Doqu(x) — Saq Onu(x)
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dove
Vol ) = [ Glx— )/
Q
é il potenziale di volume generato da

fy)X{y € Q},
mentre

Spe(x) = /a Glx = y)u(y)o(dy)

prende il nome di potenziale di singolo strato generato dalla densita di carica u, e

Doap(x) = /8 0, Glx = y)uly)o(dy)

prende il nome di potenziale di doppio strato generato da pu.

Il motivo di questi nomi é che Sy ¢ il potenziale generato dalla distribuzione di carica p sulla
superficie 02, mentre Dy ¢é il potenziale generato dalla distribuzione di dipolo nu, dove n é
la normale esterna alla superficie. Poiché il dipolo si ottiene da due cariche uguali e opposte
vicine, il potenziale di dipolo ¢ quello generato da due distribuzioni opposte su due “strati”
vicini alla superficie.

Per un motivo che sara chiaro in seguito, do un nome diverso ai due potenziali nel caso in
cui x € 0f.

Yook = Soatlagn

Kaap = Doaaft|sg

In questo modo ¥ e K portano funzioni su 02 in funzioni su 0f).
Infine, se non ci saranno ambiguita, omettero di indicare Of).

Nel paragrafo precedente abbiamo studiato le proprieta del potenziale di volume, ora comin-
ciamo a studiare le proprieta dei potenziali di singolo e doppio strato.

Per x ¢ 082, Sp e Dy sono funzioni C™ e hanno laplaciano nullo (cioé¢ sono armoniche).
Infatti G ¢ infinitamente derivabile fuori dalla singolarita, dunque, se x ¢ 0f, si possono
derivare Sp e Dy scambiano 'ordine tra le derivate e l'integrale. Dall’armonicita di G segue
Parmonicita di Sp e Dy fuori da 0f).

Proposizione 14.2. Prime proprieta degli operatori ¥ e K
Il nucleo di 3 ¢ G(x—y), ed ¢ sommabile iny € 02, e lintegrale del modulo é uniformemente
limitato in x € 082, Inoltre il nucleo & simmetrico nello scambio X, y, dunque > & simmetrico.
1l nucleo di K ¢

1 1

mfx—yP "

k(x,y) = 0n,G(x=y) =10y V,G(x—y) = —n,-VG(x—y) = (x—y) (14.4)
ed & sommabile in'y € 0), e l'integrale ¢ uniformemente limitato in x € 0N). Sia k*(x,y) =
k(y,y), e sia K* il corrispondente operatore integrale (che sara proporpio l'aggiunto di K ).

1 1

F(x,y) =k(y,x) = —————53n, - (x—y) =n, - VG(x —y) = 0,,G(x —y) (14.5)
A [x —y|

ed ¢ sommabile in 'y € 0N, e l'integrale del modulo ¢ uniformemente limitato in x € 0f).

Infine X, K e K* sono continui da L>(0R) in sé e da L*(0Q) in sé. Inoltre ¥ ¢ autoaggiunto,

e K* e l'aggiunto di K.
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Do solo un’idea della dimostrazione, perché dovro successivamente, mostrare in dettaglio un
risultato piu sottile. L’idea € che integrare su un bordo regolare é localmente come integrare
su un piano, cio¢ in dimensione 2. La prima asserzione segue facilmente del fatto che il nucleo
G(x) diverge come 1/|x| che é sommabile anche in due dimensioni, per questo ¥ ha nucleo
sommabile, e la limitatezza dell’integrale del modulo in x segue dalla limitatezza di 0€2. Il
nucleo di K apparentemente diverge come 1/|x — y|? che non ¢ sommabile in dimensione 2.
Pero quando y si avvicina a x, il vettore x — y tende a un vettore tangente in x e n, tende
a n, che é normale. Mostreremo che il numeratore si annulla non come |x — y| ma come
|x — y|?, rendendo sommabile il nucleo. Lo stesso accade per il nucleo di K*.

Il fatto che X, K e K* mappino funzioni limitate in funzioni limitate é conseguenza del fatto
che Iintegrale del modulo dei nuclei é limitato uniformemente in x, dunque, |Y2u(x)| < ¢l
e lo stesso vale per K e K*. Tl fatto che siano continui in L?*(02) segue dalla stima della
norma di un operatore integrale che ho fatto nell’esempio la norma si stima integrando
il modulo del nucleo in una delle due variabili e considerando il sup nell’altra, e poi prendendo
il massimo tra questi due numeri. Consideriamo il caso di K (gli altri sono analoghi). Ho
asserito che

/ k(x, y)lo(dy) < ¢
o0

Inoltre

/89 [k, y)lo(dx) = / |k(y,x)|o(dy) < c

o0

per quanto affermato sul nucleo di K*. Dunque K & limitato in L*(9f2). La prova per X ¢
analoga ma pilt semplice perché il nucleo ¢ simmetrico.

Scrivo ora due semplici identita nel caso di bordi sferici, che serviranno successivamente. Sia
B. = B.(x) ={y||x —y| <&}

G(x—y)o(dy) = i/ L o(dy) = ——dne? ¢

= o =
OB A Jop. Ix = Ame
| onex—yotay) = - [ 2 VX - yia(ay)
h, G(x —y)o(dy) = — - (x —y)o(dy
9B A Jop, X —yI* ly — x|
1
= — Are? = —1
dre e

dove ho usato che la normale esterna a 0B.(x) in y ¢ (y —x)/|y —x|. Si noti inoltre che sia
G(x —y) che 0,,G(x — y) hanno segno costante su dB.. Come immediata conseguenza di
questi conti espliciti si ottiene il seguente lemma

Lemma 14.1. Sia u una funzione continua, sia x fissato e sia B.(x) la palla di centro x e
raggio €. Allora
lim Spp. u(x) =0 (14.6)
e—0

li_r)% Dop.u(x) = —u(x) (14.7)

Infine, se 2 ¢ un dominio con bordo regolare,

: 1
ll_l}é Dagrop.u(x) = —§u(x) (14.8)
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La prima affermazione ¢ immediata (e vale anche in generale per u limitata). Per la seconda
osservo che

| 0u,Gx = yyuy)oly) -
OB.
| 00,60 = y)uy) — ux)oldy) + utx) [ 8,66 y)a(dy)
OB. OB-
Il secondo termine é —u(x), mentre il primo tende a zero perché é stimato da
sup |u(y) — u(x) k(x,y)lo(dy) = sup |u(y) — u(x)|
9Bc(x) 0Be dBc(x)
che tende a 0 in e perché u é continua (ho usato che il segno del nucleo integrale é costante).
Infine, se 0f) é regolare, non é difficile mostrare che
. 1
lim On,G(x —y)o(dy) = —5
=0 JooraB. 2
e procedendo come sopra si ottiene la (14.8))

Esercizio 52. Caso bidimensionale e frontiera regolare a tratt:

Mostra che le asserzioni precedenti valgono anche nel caso bidimensionale (anzi sono pin semplici
perché il nucleo del potenziale di doppio strato & limitato).
Considera Q dominio di R?, con frontiera regolare a tratti. Quanto vale il limite se il bordo
0f) ha un punto angoloso in x? E nel caso di una cuspide?

14.4 Discontinuita dei potenziali singolari

Torniamo ora alla relazione tra potenziali di volume e potenziali di superficie. Definisco

Vof = / Glx — y)f(y)dy

potenziale di volume generato da f ristretta a 2. Come mostrato nel [[4.3] si tratta di una
funzione C'(R3) se f ¢ limitata.
Sia x € R, e sia B, la palla di centro x e raggio ¢, con ¢ sufficientemente piccolo per quello
che segue, e sia

Q. = Q\B.

Sia u una funzione di classe C*(Q). Applico il teorema della divergenza (cioé la T identita di
Green) per AG(x —y)u(y): ricordando che il laplaciano di G é nullo in €2, si ha

0= [ AGx—-yuly)dy= | L,G(x—y)uly)dy

Qe

~ [ oG-y - [ v,60x-y) - Vuty)ay
00 Qe

Il termine di volume ha integrando sommabile ovunque ed ¢

/ VGy(x —y) Vu(y)dy = / VG, (x—y) Vu(y)dy - / VG, (x —y) - Vu(y)dy
Qe Q Q

NBe¢
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e quindi per ¢ — 0 tende alla funzione
Fux) == [ VG(x—y)- Vuty)dy

Per il teorema [14.3] si tratta di una funzione in C(R3).
Per calcolare il limite del termine di bordo devo distinguere i tre casi.

Caso z € Q. Scelgo ¢ piccolo in modo che B, sia dentro . In tal modo, il bordo di 9, ¢é
fatto dei due bordi disgiunti 02 e 0B.. 1l termine di bordo &¢ dunque

DaQU(X) — 1),335 (X)

dove il segno — & dovuto al fatto che la normale esterna a ). su 0B. ¢ opposta alla normale
esterna a 0B.. Usando la (14.7)) ho che

lim Do (x) = —u(x)

Caso x ¢ Q. In questo caso 2 = ., e dunque

DQEUJ = DQU

Caso x € 0. Si ha 9. = (002N BS) N (0B N ). Dunque
Dag.u = Daoonpeu — Dyp.nou

dove di nuovo il segno meno ¢ dovuto al fatto che nel secondo termine uso la normale esterna
a B.. Per sommabilita del nucleo, il primo termine tende a Ku(x). Usando la (14.8) ho che

lim Dos.nn(x) = —5u(x)

Mettendo insieme 1 tre casi abbiamo ottenuto che

Du(x) = —u(x) + Fy,(x) sexe€Q

Ku(x) = —su(x) + F,(x) sex €90

Du(x) = F,(x) se x ¢ Q)
Come immediata conseguenza si ottiene

Teorema 14.8. Discontinuita di D - caso C!
Sia u € CH(00), e sia xo € Q. Allora

1
lim, Dp(x) = £5u(x0) + Kpu(xo)

X—)XO

dove con x — x; intendo il limite con x € Q, con x — x§ intendo il limite con x ¢ (0.

D’ora in poi chiamerd D* gli operatori D¥u = +u/2 + K.
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Dimostrazione. Se 02 ha bordo regolare, la funzione p € C(09) si prolunga a una funzione
u,, € C'(Q). Poiché Du dipende solo dal valore di u al bordo, Du = Dyu. Usando il teorema
precedente, si ha
lim Dpu(x) = —p(x0) + Fu, (%0)
X—)XO
1
Kp(xo) = 5u(x0) + Fu, (x0)
D7 p(x) = F, (%o)

n

La tesi si ottiene ricavando F,,(x¢) dalla seconda uguaglianza e inserendo il valore trovato
nelle altre due. Noto che da queste espressioni si ottiene anche che D¥p sono funzioni
continue su 0f2, dunque Ky é continua su 02 perché p é continua.

Completo la prova della I1I identita di Green. Sia ora u € C*(Q2) N C'(Q2). Integro per parti
(cioé con il teorema della divergenza) G(x — y)Au(y)

Volu(x) = | G(x—y)Au(y)dy =

Qe

— [ Gx-y)oauyoldy) - [ VG,x-y): Vuly)dy
Qe Qe

Questa volta i termini di bordo sono potenziali di singolo strato con densita superficiale di
carica data da 0,u. Per passare al limite si procede ora esattamente come abbiamo gia fatto,
ma tutti gli integrali su 9B. N {2 questa volta vanno a zero, come segue dalla (14.6)). Dunque

lim [ G(x—y)Ohu(y) = Su(x)

e—0 Q.
Quindi
Vadsu(x) = [ Glx = y)duly)dy = S,u(x) + Fu(x)
Q
dove F,(x) é esattamente la funzione che abbiamo definito prima. Ricavando F,(x) da questa
identita e inserendo il suo valore nelle identita precedenti otteniamo il seguente teorema.
Teorema 14.9. III identita di Green
Sia ucC*(Q) N CHQ). Si ha

—u(x) — VoAu(x) = Du(x) — S d,u(x) sex €
—su(x) — VoAu(x) = Ku(x) — 2 9,u(x) sexe o0
— VolAu(x) = Du(x) — So,u(x)  sex ¢

Un caso particolare di questo teorema si ottiene scegliendo u = 1,

Teorema 14.10. Lemma di Gauss
Sia 0S) regolare. Allora

-1 sexe
/ O, G(x—y)o(dy) = ¢ —3 sexe i
o0 0 sex ¢ Q
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Teorema 14.11. Discontinuita di 9,,S - caso C!

Sia € CHON). Allora Su(x) ¢ una funzione continua su R3. Inoltre VSu € CH(Q) nel
senso che V.Su si prolunga con continuita fino al bordo. Nello stesso senso V.Su € CH(Q°) &
prolungabile con continuita fino al bordd

Sia xg € 0N, indicando con VES i prolungamenti da dentro e da fuori, e indicando in
particolare con OXS le componenti normali, si ha

1
3, Sp(x0) = Foulxo) + K u(x0)

dove K* & laggiunto dell’operatore K. Invece le componenti tangenti di V*Su sono uguali.

Dimostrazione. Per prima cosa dimostro la regolarita di Sy. Poiché p € C'(09), ed assu-
mendo 0f) regolare, si puo costruire una funzione u, di classe C*(R?) tale che Onu,, = p sul
bordo di €2, e u, sia nulla sul bordo di QE] Con questa scelta di u,, nella ITT formula di Green
sparisce il termine di doppio strato. Ricordando che VoAu, ¢ di classe Cl(R?’) e che u ¢
nulla al bordo, ottengo immediatamente che Sy ¢ una funzione continua ovunque. Inoltre
posso calcolare il gradiente per x ¢ OS2

—Vu,(x) — VVoAu,(x) = =VS du,(x) sex e
—VVolu,(x) = —=V.S 0yu,(x) sex ¢ Q

I membri di sinistra sono funzioni continue fino al bordo, e dunque V.Su é ben definito e
continuo fino al bordo, sia da dentro sia da fuori. Sia ora x, € 9€) e 7 un vettore tangente a
0 in xo. Poiché w, & costante sul bordo (vale zero), si ha che

7 Vu,(x9) =0

Dunque le componenti tangenti da dentro e da fuori sono uguali. Se invece n ¢ la normale
esterna in xg, moltiplicando per n e sottraendo le due identita si ottiene

Op Sp— 0, Sp = — du(xo) = —p(xo)
che prova la discontinuita della derivata normale.

Rimane da trovare il valore di queste derivate normali. Sia ¢ una qualunque funzione C2
Calcoliamo il valore di [, ApSp in x € 9Q. Poiché Sp & armonica in Q ed & C! fino al
bordo, posso applicare la IT formula di Green

/A@S,u:/(A@Su—@ASu):/ 8n902u—/ 00, S™
Q Q o9 o9

(ho scritto 9,5~ perché, integrando su 2, sto usando il prolungamento C' interno di Sy).
D’altra parte

[ aesu= [ avaety) [ cx=yuaan = [ al@on) [ Ap)Gx-yy

4Ricordo che la chiusura del complementare di Q & esattamente °.

°Per dare un’idea considero il caso piano con bordo piatto, in cui @ = {(z,y)|ly > 0}, e p(x) ¢ una
funzione C'(R). La scelta u(z,y) = yu(x) soddisfa le due condizioni al bordo, ma ha la stessa regolarita
di u. Per guadagnare la regolaritd C? si deve regolarizzare in z, appena y > 0. Una possibile scelta ¢
u(z,y) = f;f; u(z) dz/2. Dettagli al lettore.
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dove ho usato che GG é pari e € sommabile sul bordo, dunque posso scambiare gli ordini di
integrazione. L’ultimo integrale in dy é Vo /Ap calcolato su x € 9€2. Usando la III identita
di Green per i punti sul bordo ho che

_%¢(X) — Valp(x) = Kp(x) — X 0pp(x)

Indico con (, )aq il prodotto L? su 9. Mettendo insieme le uguaglianze precedenti si ottiene

1

(@%EmMr%%&ﬂﬁmmz—M@K@m+%m2&mba—§mwha

Ma 3. é autoaggiunto, e 'aggiunto di K ¢ K*, dunque per ogni ¢

. 1 )
M%SMmzﬁm@m+muwm

Siccome le funzioni di classe C? sul bordo sono dense in L?*(9€2) e sono prolungabili a funzioni
C?*(R?), ne segue che

1
0,S™ = FH + K

quasi ovunque su 0§2. Ma poiché 0,5~ e u sono continue, K*u coincide quasi ovunque con
una funzione continua (mostreremo successivamente che K*u é continua).

Usando l'uguaglianza appena trovata e l'espressione del salto tra 9,S" e 9,5~ si ottiene
anche che

1 *
8n5+u = _5“ + K M

Infine, analizzo la regolarita del potenziale di doppio strato.

Teorema 14.12. Continuita di 9,,D - caso C?
Sia p € CHOQ). Allora D ¢ di classe C'(Q) ed ¢ di classe C'(Q°), nel senso che VD si
prolunga al bordo con continuita sia da dentro che da fuori.
Sia xo € 0N). St ha
0n D™ p(x0) = 0, D™ (o)

Dimostrazione. Sia p € C*(98). Se 99 é regolare, p si prolunga a una funzione u,, di classe
C*(R3) tale che d,u, = 0 su (‘Xﬁ. In questo caso nella III identita di Green il termine di
singolo strato S 0,u, ¢ nullo. Dunque, calcolando i gradienti si ha

—Vuu(x) — VVoAu,(x) = VDu(x) sex e

—VVoAu,(x) = VDu(x) se x ¢ Q
Da queste uguaglianze segue immediatamente la prolungabilita con continuita da dentro e

da fuori di VD. Inoltre, poiché 0,u, € zero, ¢ immediata anche la continuita delle derivate
normali di Dyu. In generale, invece, le componenti tangenti di V.D* saranno differenti.

6Per dare un’idea, nel caso bidimensionale, se u(z) & C*(R), si provi che u(z,y) = fff; w(z)dz/(2y) éin

C?(R?), vale p per z = 0, e ha derivata in y nulla per z = 0.
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14.5 L’operatore K

Nel paragrafo precedente, abbiamo analizzato le discontinuita di 0,,Su e Dy sotto I'ipotesi
p € C'. Dobbiamo estendere questi risultati al caso u € C°, e analizzare con maggiore
dettaglio gli operatori K e K*.

Per questi scopi € necessario essere pill specifici sulla regolarita del bordo €2. Si possono
dare varie definizioni, pitt 0 meno equivalenti di frontiera regolare. Quella che usero qui mi
permettera usare coordinate locali intorno ai punti della frontiera.

Comincio con il definire I'intorno cilindrico dell’origine. Considero come coordinate in R? la
coppia (W, 2), con w € R2. Considero il cilindro di raggio ¢ e altezza 20

Cs = {(w,2)|[w| < 4,]2 < 6} = B} x [-4,0]

dove B? ¢ la palla bidimensionale di centro 0 e raggio §. L’ipotesi di regolarita per 9 che
assumo ¢ la seguente: esiste dp > 0 tale che per ogni x € 0f), esiste una funzione P : Bgo — R
di classe C?, e un sistema di coordinate ortogonali (w, z) centrato in x tali che

0NN Csy(x) = {(w,®(w)) : |w| <o}
QN Csy(x) ={(w,2) : |w| <y, 2 < P(W)}

dove Cjs,(x) ¢ I'intorno cilindrico traslato in x e ruotato in modo che la normale esterna sia
'asse del cilindro, con questa scelta V&(0) = 0.

Questa lunga ipotesi vuol dire che dato x € 92 in un intorno di x la frontiera 0f2 é il grafico
di una funzione definita sul piano tangente a 0f) in x. Inoltre w ¢é la coordinata sul piano
tangente e z la coordinata normale.

La funzione ®(w) andrebbe scritta come ®,(w) perché ovviamente dipende da x, ma usero
il sottoindice solo se necessario. Per l'ipotesi che 'asse z sia la normale esterna, la funzione
U deve avere gradiente nullo in w = 0, dunque

[VPy (W) < cw]
[Dx(W)| < clwl*

Assumo inoltre che le costanti possono essere scelte indipendentemente da x.
Come conseguenza delle ipotesi fatte, se la distanza di x da 92 é minore o uguale a d¢/2,
allora esiste un solo x, € d€ tale che

min [x —z[ = [x — x|

Chiamero x, “proiezione” di x su 0§, e se necessario ricordera che x, = x,(x).

Studio ora gli operatori ¥ e K. Fisso alcune notazioni. Dato x a distanza inferiore a do/2
da 0 e y € O

Gs(x,y) = G(x —y)X{y € Cs(x(x) }

G5(x,y) = Gx —y)X{y & Cs(xp(x)}

1
k(x,y) = 0,,G(x—y) = el

ks(x,y) = k(x,y)X{y € Cs(x,(x)}
ks(x,y) = k(x,y)X{y ¢ Cs(x,(x)}

(x—y)
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Naturalmente G = G5 + G§ e k = ks + k§. Noto che se x € 09, x,(x) = x. In accodo con
queste decomposizioni dei nuclei, definisco gli operatori lineari s, X5. K5, K§, con

Yy = st + Xgp
Kp = Ksp+ K
Nello stesso modo definird le decomposizioni del nucleo k* e dunque dell’operatore K* (si

noti perd che mentre k*(x,y) = k(y, x), kj non ¢ ks(y,x), perché la funzione caratteristica
non ¢ invariante nello scambio x,y).

Proposizione 14.3. Proprieta di &

Se x € 0N c
Ks=< 5 (14.9)
/ |ks(x,y)|o(dy) < cd (14.10)
o0

Le stesse stime valgono per ki e k;°.

La prima asserzione ¢ una semplice conseguenza del fatto che |k(x,y)| < ¢/|x — y|? e del
fatto che se y ¢ Cs(x) allora |[x —y| > 1/J. Per dimostrare la seconda faccio l'integrale
in coordinate locali, per cui é necessario calcolare o(dy). A questo scopo. derivando ¢ si
ottengono i vettori tangenti alla superficie

1 0
= (o) = | 0 = (o) = | 1
s <(I)(W> 0, P ¢ & D(w) Do ®

Il prodotto vettoriale tra i due vettori tangenti ¢
O
51 /\ 52 = - a’wz

1

Quindi

o(dy) = [€ A&l dw = /1 + |[VO[2dw

e la normale esterna iny = y(w) = (w,d(w)) &

n, = 1 (—V@)
e\
Infine noto che in coordinate locali x ¢ il vettore nullo, dunque
n,  (x—y)o(dy) =(w-Ve(w)— &(w))dw
Poiché la normale in x é il versore dell’asse z,
n, - (x —y)o(dy) = —®(w))y/1+ [V&(w)]? dw

Per le ipotesi che abbiamo fatto su ®, si ottiene facilmente che
|w - Vo (w) — &(w)| < clwl|?
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Ora posso procedere nella stima dell’integrale

wl?

/6Q ks(x —y)|o(dy) < C/Bg (|w|2 + |B2(w))3/2 dw

1
c/ —dw =¢f
B2 4

dove nella seconda disuguaglianza ho usato che |w|? + ®(w)? > |w|? e I'ultima uguaglianza
si ottiene calcolando I'integrale in BZ in coordinate polari.

(14.11)

IN

La proposizione appena dimostrata permette di analizzare 1'operatore K. Metto insieme
tutti i risultati nel prossimo teorema, che in pratica ¢ un lungo esercizio sugli operatori
integrali.

Teorema 14.13. Proprieta dell’operatore K
1 |[Ksplloo < cdllpllos, K51l < cllpilloo /0%,
K ¢ un operatore lineare continuo su L>(0%2).
Se p & limitata allora Kpu(x) é continua in x € 0S).
1Kspll2 < edllpll2, [ KSull2 < cllpll2/6?

K ¢é un operatore compatto da L*(0Q) in sé.

S v

Sia f € C°(00Q), Se p € L*(09) risolve
A —Kp=f
per A non nullo, allora p é continua.

7. Gli stessi risultati valgono per 'operatore K*.

Dimostrazione di (1) e (2)
La (1) segue immediatamente dalle stime su ks e k§ in (14.10) e (14.9)), e della limitatezza
della misura della superficie 092. La (2) ¢ immediata conseguenza della (1).

Dimostrazione di (3)
Per provare la continuita della funzione K 1(x) mostro prima che se p ¢ limitata allora K§pu(x)
é una funzione continua. Infatti &§ é limitata e se x’ — x

X{y € Cs(x)} — X{y € C5(x)}

per ogni y tranne quelli al bordo di Cs(x) che ha pero misura nulla in 9Q. Dunque se u é
limitata, per convergenza dominata

Kiu(x') — Kgu(x)

Poiché K§u ¢ continua e la differenza tra Kp e K§u é stimata da ¢d|p]|e, Kp € limite
uniforme di funzioni continue, dunque é continuo, e in questo modo abbiamo provato la (3).

Dimostrazione di (4)
La stima di |k§| segue immediatamente dalla (14.9)) e dal fatto che Q2 ha misura limitata.
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Per stimare la norma L? di K5 uso come sempre la stima degli integrali del nucleo nelle due
variabili (vedi I'esempio [6.10)), cioé

Sup/ k(x,y)| X{y € Cs(x)}o(dy) e Sup/ |k(x,y)| X{y € Cs(x)}o(dx)
x€dQ JoQ yeo JoQ

Abbiamo stimato il primo termine nella (14.10f). Il secondo integrale é nella variabile x, e
non in y, dunque serve un minimo di lavoro. E abbastanza facile convincersi che esiste una
costante c¢ che si puo scegliere ¢ indipendente da J tale CheE]

Ay € Gs(x)} < X{x € Cus(y)}

Dunque, a patto di prendere § tale che cd < dy,

sup /asz k(x,y)| X{y € Cs(x)}o(dx) < sup /m k(x,y)| X{x € Cus(y)}o(dx)

yeon x€00

= sup / k(y. %) X{y € Cs(x)}o(dy)
o0

yeonN

dove nell’ultima uguaglianza ho scambiato i nomi di x e y. L’ultimo integrale si stima con
¢d, in modo analogo alla prova della ((14.10)).

Dimostrazione di (5)

Per il punto (4), il nucleo degli operatori K§ ¢ limitato, dunque ¢ in L? nella coppia di
variabili, quindi K§ sono operatori compatti. Sempre per il punto (4), K ¢ limite in norma
degli operatori K§ e dunque ¢ compatto.

Dimostrazione di (6)
Sia A # 0, sia f continua su 092, e sia pu € L*(0Q) tale che

M= Kp= A~ Ksp) — Ksp=f
Comincio con il provare che p é limitata. Sia ¢ sufficientemente piccolo tale che
1Kolla/IN, 1K slloo/ N < 0 < 1
L’operatore I — K/ si inverte dunque in serie di Neumann sia in L? che in L*, dunque

EDD (%Kau)n (f + Ksp)

neN

"Siano x,y € 99, e a distanza inferiore a § < §y. Allora x € Cs(y) e y € Cs(x). Nelle coordinate locali
intorno x sia ha y = (w,, ®x(wy)), e in quelle locali intorno a y si ha x = (w,, ®y(w,)), per opportuni
Wz, Wy € Cs. Per il teorema di Pitagora:

[ = y1? = [wy [+ [Px(wy) [ = [Wa|® + [ Dy (W) [?
Poiché |®,(w)| < c|w|? < ¢§|w| uniformemente in z € 99, si ha

1+ co
1—¢d

[wal? < |wy|?

Dunque scegliendo ¢ = (14 ¢d)/(1 — ¢d). e scegliendo ¢ piccolo in modo che ¢58 < &y, si ha
Xy € Cs(x)} = X{|wy| <6} < X{|wa| <56} = X{x € Ceys(y)}

Si noti che ¢s tende a 1 per § — 0.
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Inoltre, poiché il nucleo di K§ ¢ limitato da 1/, usando la disuguaglianza di Cauchy-
Schwartz si ha

. c c
1Kl < 55 [ Iuwlotdy) < 5lule
o0

e quindi la funzione f+ K§u ¢ limitata. Poiché la serie di Neumann converge anche in norma
L™ si ottiene che Ay ¢ una funzione limitata. La prova si conclude usando il fatto che, per
il punto (3), poiché u é limitata, Ku é continua e dunque Ap é continua perché é somma di
funzioni continue.

Dimostrazione del punto (7)
Esercizio.

Procedendo come nella dimostrazione precedente, é facile studiare S e X..

Proposizione 14.4. Proprieta di S e X

1. Sia x a distanza inferiore a 80/2 da OS2, allora
Joa1Gs(x,y)lo(dy) < ¢

2. Se u ¢ limitata, la funzione Sp & continua su tutto R3, e || Sl < c|lit]loo
3. ¥ ¢ compatto da L*(0N) in sé

Rispetto all’analgo conto fatto per ks, poiché x puo non essere sulla frontiera, in coordinate
locali, x = (0, z). Dunque

/89|05<x y)|o(dy) = /\/1+|W IQV G TP dw

L’integrando si stima con ¢/|w/|, che sommato in dw da ¢d. Lascio al lettore il resto della
dimostrazione.

E importante pero notare una differenza con il teorema precedente: la stima del nucleo
integrale (G5 vale anche se x non ¢ su 0¢). Sottolineo invece che la stima integrale per ks
che abbiamo fatto vale solo per x € 02, e non puo valere per x ¢ 02, altrimenti potremmo
provare che Dy é continuo, mentre sappiamo che non lo é. L’ultima stima necessaria é
proprio quella del nucleo integrale ks per x ¢ 0€). ed ¢é la piu delicata.

Proposizione 14.5. Limitatezza integrale del nucleo &
Sia x a a distanza z da 0, con |z| < §y e sia x,(x) € 00 il punto di minima distanza.
Allora esiste una costante ¢ indipendente da x e da § tale che

/ ks, y)lo(dy) <
o0

La stessa proprieta vale per ki (X,y).

Dimostrazione. Passo in coordinate locali, notando che questa volta x ¢é il vettore (0, z),
dove |z]| ¢ la distanza di x dal bordo. Si ha

1[Gt Vew)|
/GQ’ké(X,Y)‘O'(y) T Ar /Bf (|W|2—|—|Z—<I)(W)|2>3/2 d

) 2 oo [ 12w V(W)
- / (WP + T - awppe ™ / (Wit + |2 = B(w))"

dw
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1l secondo termine si stima, come abbiamo gia fatto, usando che |®(w)| < c|w|?, [V®(w)| <
c|w| e stimando il denominatore dal basso con |w|3:

[~ 0(w)+w VOw)| _ |wP 1
(w12 = 2w = “wf' ~ T

che integrato su Bf da cd.
L’altro termine é un po’ piu delicato. Distinguo due casi:

|z] < 2|®(w)|: in questo caso procedo esattamente come prima perché ho |z| < c|wl|?, e
dunque ottengo un ulteriore contributo cd.

|z| > 2|®(w)[: in questo caso
2 = ®(W)| 2 [2] = |®(w)] = |2] = [2]/2 = |2]/2

Dungque il termine ¢ stimato da

| s dw = 2l / P s = ol L)<
W = ZTT|Z = —_—— —Tr
53 (W + 2272772 i 7 21) =3

Concludo con una osservazione sul termine in |z| che é stimato, a meno di costanti, da

||

VRt 2

Si noti che questa funzione tende a zero in 0, a z fissato, ma tende a 1 in z a ¢ fissato.
Dunque 'integrale non va a 0 in ¢ uniformemente in x (come invece accade per il nucleo di
singolo strato). Questo differenza ¢ dovuta al fatto che quando x — x, € 99 'operatore D

“tende” a K — §(x — x)/2 il cui integrale su Cs(xg) non puo essere infinitesimo in 4.

Teorema 14.14. Discontinuita di Dy - caso C°(95)
Sia € C°(00Q) e sia xo € 0. Allora

Do) = 5u(0) + Kpu(xo)

Inoltre Dy prolungata in questo modo da dentro e da fuori & continua su Q0 e su Q° rispetti-
vamente.

Dimostrazione. Sia x ¢ 02 a distanza inferiore a 4y, e sia x, = x,(x) la sua proiezione su

0. Sommando e sottraendo k(x,,y) si ha

Du(x) = [ (kGx.y) = bl ¥)(y)oldy) + Kn(x,)
Ora sommo e sottraggo fi(x,) nellintegrale:

Dyu(x) — Kpu(xy) =
/a (k(x.y) = ko ¥)) (1) = o))r(cly) + () / (k(%,¥) — k(x5 y))o(dy)

onN
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Per il calcolo dell'ultimo integrale uso il lemma di Gauss: il termine in k(x,,y) da —1/2,
laltro da —1 se x € Q, e 0 se x ¢ €. Ricordando la definizione degli operatori

1
D*p = top+ Kpu

I'identita precedente si riscrive come

Du(x) — D*p(x,) = /a (b(x.¥) = k%)) = o)) ()
Stimiamo ora questa differenza con
| 1k y) = ko )l () = n(x)o(dy) =
o0
_ /6 ks(x,3) = Rl )] () = ooy )+
b [Tk ) = Koy i) — o) ory)
o0

A ¢ fissato il secondo integrando ¢ stimato da c¢|x — x,|/6* (usando Lagrange per stimare
la differenza in x e x bisogna derivare ulteriremente e dunque la divergenza in 9 aumenta
di un ordine). Il primo termine. si stima immediatamente usando il teorema di limitatezza
integrale con

2¢ sup |u(y) — p(xp)|
y€eCs(xp)

Dunque, detta |z| la distanza di x dal bordo (cioé¢ da x,,)

C _
|Dp(x) — D*pu(x,)| < sl 2 swpJuly) = p(y')]
vy, yeCs(y’)

Ora faccio tendere x a x,,, tenendo x,, fisso, cioé¢ mando z a 0. Il primo termine tende a zero
e il secondo é indipendente da z e tende a zero per § — 0 perché p é continua. Dunque
abbiamo provato che se x — X lungo la normale in x;, allora

lim Dp(x) = D*p(x)

X*}XO

Poiché questa convergenza ¢ uniforme in x e le funzioni D*u sono continue, ¢ immediato
ottenere che la tesi vale in generale per x — x( uniformemente in Xy, € questo assicura che
Dy da dentro e da fuori si prolunga con continuita.

Termino questa sezione enunciando due risultati che non dimostro ma che trovate in versione
generale, e con le ipotesi minimali sulla regolaritd di 92 in [DL] capitolo II, sezione 3,
paragrafo 3.

Teorema 14.15. Regolarita di Su se p é C* B
Se € C*(0R), con a > 0, allora allora VSu € C'*(Q) e VSu € C(Q°)

Teorema 14.16. Regolarita di Dy se p é CH

Se € CH(0Q), allora allora Dy € C*H(Q) e Dp € CHH(Q°)
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Si noti che non basta p continua per provare la regolarita C', del potenziale di singolo strato,
e si noti anche che la condizione p in C* ¢ sufficiente a per provare che

O Spu=Fu/2+ K

infatti nella dimostrazione del teorema [14.11] per individuare il valore delle derivate normali
abbiamo usato solo Sy che ¢ C! fino al bordo.

Proposizione 14.6. Ulteriori regolarita di K.

Se p & limitata, allora Kp e K*u sono in C%, per o < 1/4.

Se € C* & hélderiana, allora Kp € C' con o < a.

Come consequenza, del primo punto, le autofunzioni di K e K* di autovalore mon nullo
sono hélderiane, e come consequenza del secondo hanno derivate holderiane, per opportuni
esponents.

Dimostrazione. Do l'idea della dimotrazione del primo punto senza troppi dettagli. Siano x
e x' su 012, a distanza inferiore a 0, con 1 abbastanza piccolo, indipendente da 0 < /2 in
modo che

X{y € Cs(x)} < X{y € Cos(x)}
e che se y ¢ Cs(x) allora

k(x',y) — k(x,y)| < clx’ —x][/d°
Allora

[Kp(x) = Kp(x')] < [lplle (/{m |ks(%, y)| + /8Q a5 (x, y)| + clx’ — XI/53>

[ primi due termini sono stimati da cd. Scegliendo §* = |x’ — x| si ha che la condizione
|x' — x| < nd ¢ verificata, e sostituendo a J il suo valore nella stima si ottiene ’hdlderianita
di esponente 1/4.

Esercizio 53. Non regolarita della derivata tangente del potenziale di singolo strato

Considera in R? il potenziale di singolo strato generato da u sull’asse delle ascisse: x = (z1,22),
= (t7 0)
1

— [ p)Iny/(z1 —t)2 + 23 dt
21w R

u(xy, xe) = —

Per z9 # 0, la derivata in z; &

x] —t
Oru(zxy, x2) :—/ !

:z:l—t —i—x%

Sono interessato al limite per o — 0, dunque scelgo z1 =0 e xg =¢

1 t

Nota che come valore principale
t
[t
R +¢€

ouu(0,2)) = o- /R (1) — 1(0)) g —

t2 +¢?

Dunque
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Supponi p a supporto compatto e hélderiana in 0. Usando che t2|fr|62 < ﬁ, mostra, per convergenza
dominata, che 01u(0,¢) tende a 0 per e — 0.

Considera invece

1 set=20
p(t)=14q sgn(t)(1—1/Inlt|]) seO0<|t| <1/e
0 altrimenti

Nota che p é dispari e non € hélderiana in 0. Vale

1[Ye 1t
O1u(0.e) = = —— = dt.
1(0.€) 7r/0 |Int| 2 + &2

Usando che se |g| < t allora t? + &2 < 2t? ottieni

1 [ie 1
o u(0, > —
[ O1u(0,€)] = o - L t[Int|

L’integrale ¢ esplicitamente computabile, e diverge come |In |In¢| | per € — 07. Dunque il potenziale
di singolo strato ha una derivata tangente che puo divergere se p non é almeno holderiana.

Esercizio 54. Non regolarita della derivata normale del potenziale di doppio strato

Come nell’esercizio precedete, considero il caso piano, con 0f2 uguale all’asse orizzontale. Il poten-
ziale di doppio strato generato da p é

1 o

= —— t)—mmM
U(LU17.’172) 2 Rlu( )(931 _t)z +$g

La sua derivata in z9, calcolata in (z1,z2) = (0,¢) &

1 12 — g2
Oou(0,e) = —— t)——s
QU( 8) 2 RILL( )t2 + 52
Si noti che
t 12 — 2

—9 -
2e2 T 24 g2
Dunque se p € C!, integrando per parti si ha

t

82u(0,€) = m dt

/
— t
5 Ru()

Procedendo come nell’esercizio precedente, mostra che se u/ ¢ holderiana in 0 allora il limite per
€ — 0 esiste finito e non dipende dal segno di €, mentre se p/ non é holderiana, il limite puo divergere.

14.6 1l problema di Laplace - Dirichlet interno

Riassumo le informazioni sulle discontinuita, trascurando per ora le ipotesi di regolarita su
|4 necessarie.

limy 90+ Sy = Xp

OESp=Fip+ Kp

limy 90+ Dpp = D*pp = 50+ Kp

Inoltre ricordo che Su e Dy hanno laplaciano nullo fuori da 0f).
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Voglio risolvere I’equazione di Laplace per un dominio €2 con condizioni di Dirichlet non
omogenee.
Au(x) =0  perz e
{ w(z) = f(z) perx € N

Questo problema si puo trasformare nella ricerca di una densita per un potenziale di doppio
strato. Infatti, se cerco la soluzione di nella forma u = Dy, la condizione al contorno diventa

1
f=Dpu= —§M+K,u (14.12)

Quindi posso trovare una soluzione se trovo u che risolve questa equazione di Fredholm. Se p
esiste, allora é continua (vedi il teorema e dunque Dy ¢ continua in Q (per il teorema
[14.14), e quindi Dy risolve il problema di Laplace-Dirichlet. Ricordo inoltre che attraverso
il principio del massimo si prova 'unicita delle soluzioni del problema di Laplace-Dirichlet
nella classe delle soluzioni C*(£2) N C°(Q) (non ¢& necessario C' fino al bordo).

Rimane dunque da provare che il Ker (—I/2 + K) ¢ banale. Se Q ¢é strettamente convesso,
questo risultato si ottiene con una certa semplicita ed eleganza. Nel caso generale dovrem-
mo ricorrere ai risultati di regolarita piu sottili che ho enunciato alla fine del paragrafo
precedente.

Teorema 14.17. Banalita del Ker (K —1/2) nel caso () strettamente convesso
Se Q) & un dominio strettamente convesso, allora

Kp=-
p= g

non ha soluzione in L*(0N).

Dimostrazione. Ricordo che il nucleo dei potenziale di doppio strato é

1 1
dmlx —y[*

k(x,y) (x—y)

Se il dominio é strettamente convesso, questo nucleo é negativo per x # y (non ci sono x #y
in cui x —y ¢ ortogonale a n,). Inoltre, per il Lemma di Gauss, [, k(x,y)o(dy) = —4 Per
economia di notazioni, definisco h(x,y) = —2k(x,y). Questo nucleo ¢ positivo e integrato
in y da 1, qualunque sia x. Sia H il corrispondente operatore integrale, e sia

Hp = A

per un qualche A reale non nullo. Abbiamo gia mostrato che in tal caso pu é continua nel
teorema Poiché

IAu(x)] < Hlpl < ||pullooHL = [|1t]l0o

si ha che |A| < 1. Consideriamo il caso |\| = 1, e sia xq il punto di massimo di |u(x)|.
M < H|p| <M

Ma allora
M = H|u
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e questa uguaglianza é possibile solo se |u| = M. Infatti, sia a = ||, e sia A = {y €
00 o < M(1—¢€)} esiano H. e HE gli operatori che si ottengono limitando U'integrale a A,
e al suo complementare. Allora

Ho = Hoa+Héa < M(1—€)H 1+ Héo = M(1—¢)4+H(a—M(1—¢) < M(1—¢)+MeH1 < M

dove 'ultima disuguaglianza ¢ conseguenza della stretta convessita di €2, che implica Hf1 < 1.

Teorema 14.18. Banalita del Ker (K — I/2) nel caso generale

ker (K* _ %I) — {0}

e dunque essendo K compatto,
1
ker (K - 51) = {0}

Sia v tale che ]
——v+Kv=0
2
Per il teorema[I4.13] v é una funzione continua, e per il teorema[l4.6)é holderiana. Considero
ora Sv, cioé il potenziale di singolo strato generato da v. Per il teorema Sv éin C'(Q)
e in C!(Q°). Dunque Sv ¢ una soluzione classica C*(Q°) N C'(Q°). del problema di Laplace-
Neumann omogeneo nel dominio esterno Q°. Mostreremo che questa condizione implica che

che v = 0, concludendo, in questo modo, la prova.

Teorema 14.19. Unicita della soluzione del problema di Laplace-Neumann esterno
Se Sv ¢ C! fino al bordo e risolve il problema di Laplace-Neumann esterno con condizione

oSy =0
allora

(a) Sv é nulla in Q°, da cui seque che
(b) v é nullo

Dimostrazione. I semplice provare che (a) implica (b). Infatti, Sv risolve 'equazione di
Laplace anche in €2, e, essendo continua, se € zero in ¢ allora é zero anche su 0€2. Ma 'unica
soluzione dell’equazione di Laplace nulla al bordo ¢ la soluzione nulla. Dunque Sv é nulla
anche in §2. Ne segue che anche 0, Sv = 0 = 9, Sv, ma allora v/2 + K*v = —v/2 + K*v e
dunque v é nulla.

Per dimostrare (a), noto innanzi tutto che Sv risolve anche il problema di Laplace-Neumann
interno con condizione y

8;SV:§+K*V:8:SV+V:V

D’altra parte, Sv deve verificare la condizione di compatibilita per I'equazione di Laplace
con condizioni di Neumann, cioé
/ 0,Sv =0
BI)
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Dunque v ha integrale nullo, e quindi asintoticamente, Sv va come un potenziale di dipolo.
Dunque, in dimensione d,

Sv=0(1/|x|") e VSv=0(1/|x|%

Sia Bpr una sfera di raggio R e centro 0, che contiene (2; usando il teorema della divergenza

si ha
/ IVSv|? :/ Sv| 0, Sv
BR\Q OBRr

(I'integrale sul bordo 02 ¢ 0 perché abbiamo assunto J;Sv = 0). L’integrando va a zero
come 1/R41*4 mentre la misura di 0Bg diverge come R4"!. Dunque il membro di destra
tende a 0 per R — +00. Ne segue che

/ IVSv|? =0,
Br\2

dunque Sv ¢é costante. D’altra parte Sv — 0 per |z| — +00, e dunque ¢é 0. O

Osservazione.

In dimensione d > 3 non ¢ necessario notare che I'andamento asintotico ¢ governato dal
termine di dipolo, infatti il potenziale decade come 1/R%~2 e il suo gradiente come 1/R4~1,
e largomento continua a funzionare. E invece necessario nel caso bidimensionale, in cui
il potenziale diverge logaritmicamente, e il suo gradiente va a zero come 1/R che viene
esattamente compensato dalla misura della circonferenza.

Riassumo in un teorema i risultati ottenuti in questo paragrafo.

Teorema 14.20. Problema di Laplace-Dirichlet interno

Se f é una funzione continua, il problema di Laplace con condizione di Dirichlet f al contorno
ha una soluzione unica, che si puo rappresentare come potenziale di doppio strato di densita
di dipolo i, dove p & l'unica soluzione in L*(09)) dell’equazione di Fredholm

1
—_ =
Kp—on f

La densita di dipolo p e wnoltre continua.

14.7 1l problema di Laplace-Neumann

Anche il problema di Laplace-Neumann puo essere tradotto in una equazione integrale al
bordo. Cerchiamo infatti una soluzione di

Au(x) =0 inz e
Opu(z) = g(x) in x € 0N

tra i potenziali di singolo strato Sy, con pu distribuzione di carica continua su 0f). La
condizione al bordo diventa

1
g9=0;5p=Kp+gp

Dunque Spu é soluzione del problema di Laplace-Neumann se p risolve 'equazione integrale
di tipo Fredholm appena scritta. Se g ¢ holderiana, allora i é holderiana e quindi S € una

soluzione classica, cioé C' fino al bordo (vedi i teoremi e [14.15).
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I’operatore K* é compatto, dunque si pud usare anche in questo caso la teoria di Fredholm.
Sappiamo gia che c’é una condizione necessaria su g per 'esistenza di una soluzione wu, infatti

O:/Au: 0nu:/ g.
Q 00 o9

D’altra parte questa condizione di ortogonalita per g ¢ anche conseguenza diretta dell’equa-
zione di Fredholm infatti, indicando con (f, ¢)sq il prodotto scalare su 0€2, si ha

1 . 1 1 1
(1,9)o0 = 5(17N)8Q + (1, K" pt)on = 5(17N)8Q + (K1, t)oq = 5(1,/!)69 - 5(1,11)89 =0
dove l'uguaglianza K1 = —1/2 ¢é conseguenza del lemma di Gauss. Vederemo, con una

certa fatica, che la condizione (1, g)sq = 0 € anche condizione sufficiente per 1'esistenza delle
soluzioni.

In accordo alla teoria degli operatori compatti, 'equazione per p ha soluzione per ogni g se
I’equazione aggiunta omogenea ha solo la soluzione nulla. L’equazione aggiunta omogenea ¢

1

v+ Kr=0

2
Ricordo che se v risolve questa equazione, allora il potenziale di doppio strato generato da
v vale a 0 sul bordo esterno. I.’equazione aggiunta ha soluzioni non banali, infatti se v = 1,
il Lemma di Gauss garantisce che K1 = —1/2, e dunque I'equazione ¢ soddisfatta.

Dimostreremo che le uniche soluzioni dell’equazione omogenea associata sono le costanti, e
dunque l'equazione di partenza ¢ risolubile se e solo se g ¢ ortogonale alle costanti, che é
proprio la condizione di compatibilita che ci era gia nota.

Sia dunque v una soluzione dell’equazione omogenea

1

§y + Kvr =20
Vogliamo provare che v ¢ costante. Abbiamo gia provato questa affermazione nel caso di
domini strettamente convessi nel teorema Il caso generale si appoggia sui risultati
di ulteriore regolarita per l'operatore K. Per la proposizione v ¢ di classe C' per
opportuni «, dunque per il teorema Dy & C! fino ai bordo sia da dentro che da fuori.
Fuori da Q, Dv ¢ nulla, dunque 9; Dv = 0 ¢ nulla sul bordo. Poiché la derivata normale ¢
continua, Dv risolve anche il problema di Laplace-Neumann all’interno, con condizione di
Neumann omogenea al bordo, dunque Dv é costante all’interno, infatti

/ \VDu|> = | Dud,D p=0
Q o0
Dunque

v=D%' — D v=0-cost

e quindi v é costante, come volevamo dimostrare.
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14.8 Conduttori

Come noto dai corsi di fisica generale, in un conduttore carico in condizioni di equilibrio la
carica si distribuisce sulla superficie. Se cosi non fosse, ci sarebbe un campo elettrico interno
(per il teorema di Gauss, intorno a una carica c¢’é sempre un flusso del campo), dunque gli
elettroni del conduttore verrebbero accelerati, contro l'ipotesi di equilibrio. Per lo stesso
motivo, la superficie del conduttore deve essere equipotenziale, in modo che il campo sia
normale alla superficie (altrimenti gli elettroni al bordo verrebbero accelerati nella direzione
tangente).

In questa descrizione fisica, si tiene in conto del fatto che la carica complessiva non ¢é nulla,
e dell’esistenza di elettroni liberi di muoversi nel conduttore.

Conduttore carico
Analizziamo questo “modello” dal punto di vista matematico. Osservo innanzitutto che
I'energia complessiva di una distruibuzione di cariche f ¢

E = 1/R?)Vf(x)f(x)dx

2
dove V f = G'x f ¢ il potenziale. Infatti, data la carica f(y)dy, il lavoro per portare f(x)dx
dall’infinito &

Gx—y)f(x)f(y)dx dy

Integrando si ottiene il doppio dell’energia, perché ogni contributo é contato due volte.
Se questa giustificazione alla fisica vi sembra giustamente oscura, potete ragionare in modo
pitt matematico: data f(x), la variazione di energia dovuta a una variazione di carica J f(x)
é

JAEE

ma questa & esattamente la variazione prima di [V f(x)f(x)/2.

Osservo che V(x) ¢ Vf = G x f, dunque I'energia ¢ la forma quadratica £ = (f,V f)/2. In
dimensione 3 (e in dimensione 2 per densita di cariche f complessivamente neutre, cioé con

[f=0),siha
/ VL= (V)

(provare per esercizio). Dunque (f,V f)/2 ¢ una forma quadratica semidefinita positiva (si
puo dimostrare che & definita positiva).

Come in tutti i sistemi fisici, cerco la distribuzione di equilibrio di una carica su un conduttore
() cercando i punti stazionari dell’energia, cerco dunque le f a supporto in 2 che rendono
stazionaria

(£, VH/2=a((f,1) —m)

dove il prodotto scalare ¢ in L%(Q), (f,1) ¢ la carica totale che deve essere pari a m, « ¢
il moltiplicatore di Lagrange. E immediato imporre la stazionaritea di questo funzionale,
perché si tratta di una forma quadratica con un contributo lineare. Si ottiene V f = « cioé
V f deve essere costante in €2. Questo implica che il suo laplaciano é nullo in 2, dunque f ¢
nulla. In termini fisici non c’é carica all’interno; in termini matematici non esistono soluzioni
tra le funzioni su 2.
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Riformulando lo stesso problema per una distribuzione di carica v su 0f2 si ottiene il funzio-
nale

(v, X0)a0/2 — a((v,1)sq —m)

dove il prodotto scalare ¢ in L?*(99), e dunque su bordo deve valere
Yv=aq«

Di questa equazione sappiamo solo che non ¢ risolubile in generale, perché ¥ é un operatore
compatto, dunque non é invertibile.

D’altra parte, se una ragionevole soluzione esiste, essendo armonica dentro e costante al
bordo, deve essere costante anche in tutto €2, e dunque genera un campo nullo all’interno.
Quindi v verifica anche il problema di Laplace-Neumann interno omogeneo, cioé

0=0,5v= %1/4—[(*1/
Abbiamo gia mostrato che questo problema ha un’unica soluzione a meno di costanti molti-
plicative, perché il kernel dell’aggiunto ha dimensione 1. Resta solo da verificare che abbiamo
realmente trovato una soluzione, cioé che la carica complessiva di v non ¢é nulla.
Poiché la soluzione che abbiamo trovato é regolare, Sv & C'(Q), e risolve Laplace-Neumann
interno omogeneo, dunque Sv = « in €, con a costante, e in particolare Yv = a.
Mostriamo che « non puo essere 0. Se cosi fosse, essendo Sv continua, Sv sarebbe nulla
dentro e fuori, per il principio del massimo, e dunque il salto della derivata normale sarebbe
nullo, e quindi ¥ = 0. Dunque « non ¢é nullo. Moltiplicando scalarmente per v si ottiene

(v, 2Xv) = am

Poiché ¥ é compatto e autoaggiunto, e 'energia non puo essere nulla, m = 0 solo se v é
autofuzione di autovalore nullo, ma abbiamo dimostrato che a = v é non nullo.
Chiamero 14 la distribuzione di singolo strato di carica totale 1.

Osservazione: non ho dimostrato che ¥ non ha autofunzioni di autovalore nullo, e non
posso farlo come sopra, perché se € L*(9€) non so se Sy ¢ C' fino ai bordi. D’altra parte
si puo dimostrare che p € L*(09) si puo identificare con una misura con segno (cioé¢ una
“carica”) a supporto compatto, e che la sua energia é nulla se e solo se p é nulla. CITARE
LL.

Osservazione: abbiamo trovato un solo punto stazionario dell’energia a massa fissata, dun-
que non esistono altre distribuzioni di singolo strato oltre a quella “stabile”, cioé¢ che realizza
il minimo dell’energia.

Osservazione: abbiamo considerato il caso di €2 conduttore, ma la teoria che abbiamo
sviluppato si applica anche al caso di 0f2 conduttore, infatti che Sv sia costante dentro é
una semplice conseguenza di v = «, che ¢ la condizione di stazionarieta.

Superficie conduttrice con cariche all’interno

Considero ora il caso in cui il conduttore coincide con 0f) in presenza di cariche all’interno
di 2. Sia dunque f a supporto dentro 2. Cerco v a supporto su 02 che minimizzi I’energia,
che é

(f, Vf)/2 + (I/, ZV)@Q/2 + (V, Vf)aﬂ
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(ho usato che (Sv, f) = (v, V f)aq, come si ottiene scambiano 'ordine di integrazione). La
condizione di stazionaria é

Yv=-Vf

che ¢ quella che ci aspettavamo: v deve generare un’energia potenziale su bordo, opposta a
V f. Come nel caso del conduttore carico, non possiamo sperare di risolvere direttamente
questa equazione, perché ¥ non ¢é invertibile. Sia ora u = Sv+V f. Si tratta di una funzione
continua, nulla sul bordo, e, poiché la carica f ha supporto in €2, il suo laplaciano fuori da
Q) é zero. Dunque u é nulla su €2° e quindi risolve anche il problema di Laplace-Neumann
esterno omogeneo, che da per v 'equazione al bordo

1
—§V+ K*V = —aan

Abbiamo gia mostrato che la soluzione di questo problema esiste unica. Moltiplicando
scalarmente sul bordo per 1 si ottiene

1
_5(17 V)aﬂ + (Kla V);Da = _<1> aan)aﬂ
Ricordando che K1 = —1/2 sul bordo (per il lemma di Gauss), e notando che

LoV fon = [ 2V - / AV = - / f

Ju =07

cio¢ la carica sul bordo ¢ “uguale e opposta” alla carica interna.

si ottiene

Fisicamente, la superficie conduttrice “scherma” le cariche interne, perché fuori il potenziale é
nullo. Per ottenere questa situazione, se la carica totale interna non ¢ nulla, serve “mettere a
terra” la superficie conduttrice, in modo da poter modificare la sua carica totale (altrimenti
nulla). Nel caso in cui il condutte non si possa mettere a terra, alla soluzione v trovata
va aggiunta la soluzione muvy, con m pari alla carica interna. Mostra per esercizio che in
questo modo il conduttore sara una superficie equipotenziale, e la soluzione trovata rende
stazionaria l’energia con il vincolo di carica totale nulla. Nota che il campo esterno dipende
solo da v; e da m, dunque da fuori si puo solo determinare la carica totale di f ma non la
sua distribuzione interna, che rimane schermata.

Superficie conduttrice con cariche all’esterno

Consideriamo ora la schermatura che 00 puo realizzare all’interno, rispetto a una distribu-
zione di cariche all’esterno. Procedendo come sopra, u = v + V f é armonica dentro 2 e
nulla al bordo. Dunque deve valere

1
§V—|-K*V: -0,V

che ha soluzione perché 0,V f ¢ ortogonale alle costanti (che costituiscono il kernel di I/2+K).
La soluzione non é unica, infatti la soluzione 17 trovata sopra per il conduttore carico é
soluzione dell’equazione omogenea. Poiché v, ha integrale 1, una generica soluzione sara
della forma

Vo + muy
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dove vy € I'unica soluzione a integrale nullo dell’equazione v/2 + K*v = — 9,V f. 1l valore di
m sard determinato dalla condizione ¥ (vy +muy )+ V f = 0 (il fatto che Xvy+ V f & costante
¢ conseguenza del fatto che risolve Laplace-Neumann interno omogeneo.

Esercizio 55. Problema di Laplace-Dirichlet esterno

Si puo trasformare il problema di Laplace-Dirichlet esterno

Au=0 inQ°
u=f su 0f)

nell’equazione di Fredholm

1
ghtEp=f

cercando u come il potenziale di doppio strato generato da pu. Questa equazione non ha soluzione
unica, infatti se u = 1 si ottiene una soluzione non nulla per il caso f = 0. Questo non significa
che il problema di Laplace-Dirichlet esterno abbia piu di una soluzione, perché quella generata da
@ =1 é la soluzione nulla.

Inoltre, ¢ falso che la soluzione esista per ogni f. Infatti, I’equazione di Fredholm ha soluzione solo se
f & ortogonale alla distribuzione di equilibrio vy del conduttore carico che abbiamo determinato nel
paragrafo precedente. Ricordo che ho indicato con «q il valore di Sv; in €2, in particolare Xv; = ag.
Si decomponga f in

f=a+(f-a)

con « numero reale. Si determini « in modo che (f — a,v1)9q = 0. Si provi che la soluzione del
problema di Laplace-Dirichlet esterno ¢ data da

u = gS1/1 + Dy
(03]
dove p € I'unica soluzione a media nulla dell’equazione

1
Ku+§u:f—a

ed esiste per la scelta fatta su a.

Esercizio 56. Domini non semplicemente connessi

Prova a formulare il problema di Laplace-Dirichlet per un dominio non semplicemente connesso (per
semplicita con un solo buco), tentando di riprodurre la teoria appena sviluppata.
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