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Esercizi vari.

Esercizio 1.

Trova, al variare di A € R, le soluzioni non banali dell’equazione

1
f(z) - ;/ldy(ﬂer y)f(y) =0

con f € L*([-1,1]).

Esercizio 2.

Discuti al variare di a > 0 la continuita e la compattezza dell’operatore integrale

1
Tyf(x) = /0 a4y

|z —y|*

da L?([0,1] in sé.
Discuti al variare di o > 0 la continuita e la compattezza dell’operatore integrale

U
nf) = [ a M)
da L%(]0,1] in sé.

Esercizio 3.
Sia T € L(L?*(R;C)) dato da
Tf(x) = f(~|=|)

Determina la sua norma, il suo aggiunto e lo spettro.

Esercizio 4.
Sia T € L(L?*(R;C)) dato da
Tf(z)=f(z)+ f(—=)

Determina la sua norma, il suo aggiunto e lo spettro.

Esercizio 5.

Sia T V'operatore continuo da L?[—1,1] in sé¢ definito da

1 T 1
@ =5 [ war+ [ uray

a. mostra che €& autoaggiunto

b. mostra che & compatto

c. discuti 'invertibilita di I — AT al variare di A € R

d. mostra che T' é un proiettore e caratterizza il sottospazio V su cui proietta

e. sia T il proiettore su V+: T1 & compatto?



f. discuti Uinvertibilita di T — AT+ al variare di A € R

g. sia g(z) = %(1 + 4/32), di norma 1, e sia S il proiettore sulla retta per g; per quali a € R
I’operatore T 4+ S & un proiettore?

Esercizio 6.

Sia T V'operatore continuo da L?[—1,1] in sé¢ definito da

1
(Tf)(x) = / (1+ 222 f(y) dy

-1

1) mostra che T & autoaggiunto e compatto;
2) trova le autofunzioni di T’

3) trova, al variare di A € R, la soluzione di

Tf(x)—Af(x)=1+=z

Esercizio 7.
Sia A l'operatore da ¢2(C) in sé dato da

(Af)k = axfr
con ay € C e |ax| =1 per ogni k € N
1) Quanto vale ||A]|?
2) Sotto quali condizioni per {aj}ren I'operatore A & un operatore autoaggiunto?
3) Sotto quali condizioni per {ay }ren Ioperatore A & una isometria?
4) Sotto quali condizioni per la successione {ay }renl’operatore A ¢ un proiettore?
5) Determina lo spettro puntuale di A.

6) Nel caso aj, = e/11#) determina anche lo spettro continuo di A.

Esercizio 8.

Sia data {8}ren, con S # 0 per ogni k, e limy By = 0.
Sia T' I'operatore da f2(N, C) in sé definito da

(T)o =0,
{ (T'z)y = Brap—1 per k>0
Mostra che & compatto.
Determina 1.
Mostra che 0 ¢ nello spettro residuo di 7' (ricorda che per un operatore compatto autoaggiunto 0
puo essere autovalore o elemento dello spettro continuo).

Esercizio 9. *

Determina lo spettro di T" e di T dell’esempio precedente. Nel caso fosse troppo complesso, assumi
By reale e decrescente (sperando che semplifichi...).



