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1 Problemi di Sturm-Liouville

1.1 Lagrangiana

Siano 7(x), p(z) due funzioni strettamente positive, k(z) una funzione positiva o nulla, f(x) un
funzione qualunque. Si assumano regolari quanto basta. Scrivere le equazioni di Eulero-Lagrange
per la funzione incognita u(z,t), assumendo come lagrangiana

/a e <‘2’(atu)2 (@) gﬁ - fu> (1)

e assumendo che u sia fissa agli estremi (condizione di Dirichlet). Si dia un’interpretazione fisica
dei vari termini.

1.2 Condizioni al contorno di Neumann

Aggiungi alla lagrangiana i termini —U,(u(a,t)) — Up(u(b,t)), che sono le energie potenziali di
due forze che agiscono su u nei punti z = a e x = b. Riscrivi le equazioni di Eulero-Lagrange,
considerando variazioni di w libere anche agli estremi.

Otterrai delle condizioni al contorno di tipo Neumann

Ui(u(b,t)) = —7(b) Opu(b,t), Ul(u(a,t)) = +7(a)dru(a,t)

In particolare, in assenza delle energie potenziali U, e Uy, ottieni le condizioni di Neumann omogenee
u'(a,t) =0 =u/(b,t), che indicano I'assenza di forze esterne.

Ipotizzando Uy (u) = gou e Up(u) = gpu si ottengono le usuali condizioni di Neumann non omogenee,
se invece Uy (u) = kqu?/2 e Up(u) = kyu?/2, con kq, ky > 0, si ottengono

7(b) Opu(b,t) = —kyu(b,t), 7(a)dyu(a,t) = +kqu(a,t)
dette condizioni di Robin.

1.3 1l problema agli autovalori


http://www1.mat.uniroma1.it/people/garroni/Note-IAS-16-17.pdf
http://www1.mat.uniroma1.it/people/pulvirenti/didattica/IFMat_2016.pdf
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Considera I'equazione che hai ottenuto nel punto precedente in assenza della forza esterna f:
pOFu = 0y (T Opu) — ku

Cerca una soluzione per separazione di variabili u(x,t) = A(t)B(x), ottenendo per B il problema
agli autovalori di Sturm-Liouville.

O (7(x) 0:B(x)) — k(z)B(z) = —Ap(x) B(z)

con A costante.

1.4 11 segno degli autovalori

Assumi condizioni di Dirichlet omogenee, oppure di di Neumann omogenee. Moltiplicando per B(x)
lequazione agli autovalori e integrando in [a, b], usando la positivita di 7 e di k, mostra che A > 0.
Mostra che la stessa conclusione ¢ vera nel caso delle condizioni di Robin.

Osserva che se A > 0 la corrispondente soluzione per A(t) ¢ un’oscillazione di pulsazione V.

1.5 Casi singolari

Supponi che 7(x) si annulli agli estremi * = a e x = b e ricava le equazioni di Eulero-Lagrange
per la lagrangiana considerando variazioni libere di u agli estremi, e osserva che la condizione al
contorno che ottieni é la semplicemente la finitezza di u e della sua derivata agli estremi.

2 Spazi di Hilbert

Do per noto che se 2 C R” ¢ un dominio (cioé¢ un aperto connesso), le funzioni C(€2; C),
Ck(;C), C*(Q;C), e quelle a supporto compatto in € sono dense nella norma L? nello
spazio L*(2,C). Inoltre considero noto che le funzioni continue nei compatti sono limite di
sequenze di polinomi nella norma del estremo superiore..

In queste note non riporto definizioni e dimostrazioni elementari sugli spazi di Hilbert, che
ho riassunto a lezione. Si veda su qualunque testo la definizione di prodotto scalare nel caso
reale e nel caso complesso, la definizione di spazio di Hilbert, la disuguaglianza di Cauchy-
Schwartz ([S] parr 6.3-6.4, oppure |G| parr. 5.1-5.2, ma mancano i sistemi ortonormali, Bessel
e I'identita di Perseval, che trovi su [KF| I11.4 per il caso complesso vedi RS cap 2 parr 1-4;
per richiami su Fourier va bene un qualunque testo, in particolare [KF]).

Sempre su [S] o su |G, si studi il Teorema della proiezione, che ho svolto a lezione.
Non considererd mai spazi di Hilbert non separabili, e solo spazi di dimensione infinita, se
non esplicitamente indicato.

2.1 Proiettori

Sia M un sottospazio chiuso di H, sia Py il proiettore su M che esiste per il teorema della proiezione.
Mostrare che

(Pnf7g):(f>Png):(PnfaPng)

2.2 Sottospazi ortogonali

Sia M un sottospazio vettoriale di H, e sia
M+ ={ve H| Vz€ M (z,v) = 0}.

Prova che



a. M~ ¢ un chiuso

b. M~ = M*
C. MJ-J' =M
d. Se M é chiuso:
H=M®M"*
mentre in generale
H=MaoM*

2.3 Disuguaglianza di Bessel
Definisco sistema ortonormale una successione {ey }ren, tale che
(k> en) = Okn

Chiamero invece sistema ortogonale una successione {@y }ren, tale che {¢r/||ok ||} ren € un sistema
ortonormale.
Sia P, il proiettore su span{ey}x=1n, cioés f € H

Puf =) frer dove fi = (ex, f)
k=1

1P fI? =D 1fil
k=1

La disuguaglianza di Bessel asserisce che, se f € H

n

Do <A

k=1

Questa disuguaglianza e conseguenza del “teorema di Pitagora

1f = Puf 1 = II£11° = 1P fII?

da cui segue appunto
1B fI12 < 1LF11?

cioe la lunghezza della proiezione & minore o uguale della lunghezza del vettore.

Dimostrazione.

If = Pufl? = (f = Puf, [ = Puf) = If1I? = (Pufs f) = (f. Pa, f) + | PafII?

Ma, come segue dal teorema della proiezione, (g, P, f) = (Pn, 9, f) = (Png, Pnf), dunque

1f = Pufl? = 11 = (Puf, Paf) = (Puf, P, £) + 1P fIIP = 1F17 = (|1 Pall?

2.4 Sistemi ortonormali completi in spazi separabili

TODO: definizione di sistema ortonormale completo (base ortonormale)
condizioni equivalenti per essere sist. ortonor. completo
esistenza in spazi separabili via ortogonalizzazione di Gramm-Schmidt



2.5 Completezza della base di Fourier

Assumi come noto che ogni funzione f periodica in C!([—n,n],C), sia limite uniforme del suo
sviluppo in serie di Fourier, e che le funzioni C{([—m,7],C) siano dense in L?*((—m,7),C), Prova

che {ﬁeikx}kez & una base per L2((—m,7]),C), con la seguente traccia.

a. Sia P, f la proiezione di f su span{eikx}‘k‘gn. Ripercorrendo la dimostrazione della disugua-

glianza di Bessel nota che

1f = Puf 1 = I£1I” = |1 PufII?

b. Come conseguenza, poiché || P, f||? = > [k|<n | /1|2 & monotona crescete in n, nota che

If = Pufll?

& monotona decrescente.
c. Data f € L?, per densita, dato € > 0 esiste f- € C} tale che ||f — f-|| < e.
d. Per il teorema di Fourier, esiste N, tale che
[ fe = Pn.fello <€

e dunque

| fe — Pn.fel| < V2me

e. Per la monotonia descritta al punto b., se N > N,
If = PnfI* < |If = Pr.fI
f. Per il teorema della proiezione

If = P fIP < I = P fel?

g. Concludi usando la disuguaglianza triangolare.

Esercizio 1. Funzioni pari e dispari
Considera L?((—a,a),R). Mostra che

MP = {f € IX(~a,a),B) : f(z) = f(~2) qo. }
M? = {f € I*((~a,a),R) : f(z) = —f(~2) qo. }

sono due sottospazi chiusi ortogonali tra loro, e che

L*((—a,a),R) = MP & M?

Esercizio 2. Basi per L*((0,7))

Usando l'esercizio precedente, dimostra che {sin(kx)}r>1 & una sistema ortogonale completo per

L?((0,7)) (prolunga per disparita...).

Analogamente, prova che {cos(kx)}r>o ¢ un sistema ortogonale completo per L?((0,7) (prolunga

per parita...).

2.6 Autofunzioni di 92 in [0, 7]



Nota che {sin(kz)}x>1 ¢ un sistema ortogonale di autofunzioni di &2, con condizioni di Dirichlet
omogenee al bordo. Gli autovalori sono —k? e sono tutti semplici (cioé I'autospazio corrispondente
ha dimensione 1). Osserva che sin(kx) ha k — 1 zeri interni all’intervallo.

Analogamente, {cos(kx)}r>o ¢ un sistema ortogonale di autofunzioni di 92, con condizioni di
Neumann omogenee al bordo. Gli autovalori sono —k? e sono tutti semplici (cioé I’autospazio
corrispondente ha dimensione 1). Osserva che cos kx ha k zeri interni all'intervallo.

In generale, la k—esima funzione della base ha k zeri nell'intervallo (sin kz é la k— 1-esima funzione).

2.7 Basi in L*(€; x Q)
Sia {¢i(z)}ien una base ortonormale per L*(Q1) e sia {¢j(z)}jen in L?*(Q2). Allora

{9i(2)¥;(y)}i jen2 € una base ortonormale per L3(Q x Q)

L’ortonormalitd & di verifica immediata. Sia ora f(z,y) € L?(Q1 x ). Allora esiste finito

/ da |i(2)| / dy 1)) £ () (2)
0 Qo

Infatti, poiché ||¢;|| = 1, usando Cauchy-Schwartz 'integrale a destra & stimato da

(/ 2 f(x,y>|2)1/2

che & una funzione in L%(Qy), perché f € L?(€; x Q3). Dunque il suo prodotto con |¢;(z)| & in L*,
cioe 'integrale esiste finto e vale il teorema di Fubini:

/ i) ¥;(y) flz,y)| dedy = /
Q1 xQo

Q

d ¢i(x) /Q dy; (4) (2, 9)

Sia ora f ortogonale a ¢;(z)1;(y) per ogni coppia di indici i, j € N?. Ne segue, per I'identita scritta
sopra,

o= [ drote) /| ()9

Poiché {¢;}ien & un sistema ortonormale,

0= /Q2 dy v;(y) f(z,y)

sul complementare di un insieme Z; C € di misura nulla. Sia Z = J Z;; Z é di misura nulla, e sul
suo complementare

0= / dy ;(y) (z, y) per ogni j
Qo

Poiché {1j(y)}jen € una base ortonormale, f(z,y) = 0 q.0. in y, se x € Z. Sia W, l'insieme su
cui f(x,y) non é nulla, con z € Z. L’insieme {(z,y)|z € Z,y € W, } & contenuto in Z x € che ha
misura nulla, dunque é misurabile e ha misura nulla. Ma allora f é nulla quasi ovunque in €27 x Q.

In conclusione, non esistono funzioni ortogonali a tutte le funzioni del sistema ortonormale ¢;(z);(y).
Ne segue che questo sistema & in effetti una base ortonormale.

Si pud generalizzare questo esempio, si veda su [RS] il paragrafo sul prodotto tensore di due spazi
di Hilbert.



3 Polinomi di Legendre

3.1 Basi di polinomi

Considera L2((—1,1)). Sia ¢ () il sistema ortonormale che si ottiene ortogonalizzando con Gramm-
Schmidt la successione di funzioni {z*}xen.

Usando la densita delle funzioni continue in L?, e il teorema di Weierstrass sull’approssimazione
uniforme mediante polinomi delle funzioni continue, dimostra che {¢y } ey € un sistema ortonormale
completo.

I passi da fare sono gli stessi dell’esercizio [2.5] sulla base trigonometrica.

Osserva che ¢y (x) ¢ un polinomio di grado n, che ¢ pari per n pari, e dispari per n dispari. Inoltre,
sek<n

1
/ 2 pp(x)de =0

1

e, a meno di coefficienti moltiplicativi, ¢, ¢ I'unico polinomio di grado n ortogonale al sottospazio
generato da 1, =, ...2" 1.

3.2 D"(z* — 1)"
Indico con D la derivata d/dz. Ricordo la formula di Leibniz
" /n
D" — Dk ank
(f9) kZO ( k) fD""g

e che, per k <n

kE.n n! n—k
Dt = (n—k)!

Provare che D™(x? — 1)" & un polinomio di grado n e i seguenti fatti.
a. sem < n:

D™(z? - 1)" =D"((z — 1)"(z + 1)") = i <7Z> DF(z —1)" D™ F(z+1)"
k=0
dunque in x = £1 vale 0.
b. con sviluppo analogo, prova che
D™ (2% — 1)”‘:)::il = (£1)"2"n!
c. Integrando iterativamente per parti, prova che se ¢ & una funzione regolare,

(¢, D"(2* = 1)") = (=1)"(D"¢, (a* = 1)")

d. concludi che a meno di costanti moltiplicative, D"(z% — 1)" coincide con il polinomio ortonor-
malizzato ¢, dell’esercizio precedente.

3.3 I polinomi di Legendre G,

Sia

Prova che
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a. Gp(z) = Zlan 4

2nn12

b. Gn(£1) = (£1)"

(@, D" (2 = 1)")
e. (2", D"(z%* - 1)) 1l 1 (22 = 1) da

f. Integrando successivamente per parti,

/_ll(x2 ) da = /_ll(x a4 1)" da =

n 1
= —n+1/1(x—1)"1(x+1)n+1dx:
n(n — 1
= (7]_'_(2)(711_')_1)/_1($—1)”—2(1:+1)n+2dx:

_ n n'2 ! 2n
=(-1) i / (x+1)"de

1

g [L(z+1)2de =221/ (2n + 1)

Concludi che )
(G, Gm) = mr1m Onm

3.4 L’equazione di Sturm-Liouville per G,

Qui indico le derivate con 'apice: Df = f’ = df /dx. Considera il polinomio
(1 —2)G,)

Mostra che ¢ di grado n, e che il coefficiente di 2" ¢ —n(n + 1)5.

Integrando per parti, mostra che

1
(1= 2*)G), Gm) = —/ (1—2)GLG, = (1 - 22, Gn)

-1

Concludi che per n #m
(1 = 2*)Gy), Gm) = 0.

Usando che ((1 —2?)G})" = —n(n + 1)5272™ + ..., mostra che

(1 - ;CQ)G’IH,)/? Gn) = —n(n +1)(Gy, Gn)

Concludi che per ogni m,
(1 =2*)G) +n(n+1)Gn, Grm) =0

e dunque G, risolve I'’equazione di Sturm-Liouville

(1-25G) =1 —2*)G! - 22G), = —n(n+1)Gp
3.5 * Zeri di G,
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G, soddisfa un’equazione differenziale lineare del secondo ordine. Usa questo fatto e che G,, non &
identicamente nulla, per provare che ogni zero interno a (—1,1) di Gy, & semplice (cioé se zp € (—1,1)
e Gp(xo) =0, allora G/, (o) # 0.

Dimostra, per induzione completa, che G, ha esattamente n zeri distinti nell’intervallo (—1,1). Puoi
usare il fatto che, dati z1 ...z distinti, il polinomio Hle (x — ;) ha grado n e cambia segno negli
zeri x;.

4 Altre basi di polinomi

4.1 I?

Sia w(z) > 0 su Q aperto di R”. Si definisce lo spazio pesato L2 attraverso il prodotto scalare

() = [ wla) f(@)g(e) da
Supponi che w(z) = 0 al pit su un sottoinsieme di misura nulla di €2, e mostra che 'operatore
U:L3(Q) — L*(Q)

definito da
Uf =vVuwf

¢ una biezione che conserva il prodotto scalare (cioé ¢ una isometria):

(f;9)w = (Uf,Ug).

Supponendo che w sia continua, prova che le funzioni continue a supporto compatto sono dense in
L2(9), sapendo che sono dense in L?((2).

Suggerimento. Sia Q5 = {z|d < w(x) < M}, con 6 > 0, M > 0, che & un aperto di 2 per I'ipotesi
di continuitd su w, e sia data f € L2(Q). Per M sufficientemente grande e § sufficientemente
piccolo, fQ\Qa,M wf? < e. Inoltre, esiste f. continua a supporto compatto in {25/ tale che

/ (f - f5)2 < 52
Qs m

etc....

4.2 Polinomi in spazi pesati

Sia I un intervallo limitato e sia w sommabile su I:

/dxw(az) < 400

I

Prova che span{z"},en ¢ denso in L2 (I), usando la densita delle funzioni continue in L2, e che le
funzioni continue sono limite uniforme di polinomi.

4.3 Basi in spazi pesati

Considera lo spazio pesato
L ((=1,-1))
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con w = 1/v/1 — z2, dotato del prodotto scalare

1 X
(2 )w = /_ 1 \/f_ix?f(w)g(:v)

Con il cambiamento di variabile cosz = 9 si ha

V1—22de=dv

dunque
(fs 9w :/ f(cos)g(cos ) dd
0
Nota che
A: L%U((_:l? 1)) - LZ((O)W))
definito da

(Af)(0) = f(cos0)

é un’isometria.
Poiché {cos(nd)},>0 ¢ un sistema ortonormale completo in L*((0,7)), ottieni che

1
T, = o1 cos(narccosz), n €N

& un sistema ortogonale completo il L2 ((—1,1)). Ne segue che
(1- xZ)_1/4Tn($)
& una sistema ortogonale completo il L?((—1,1))

4.4 Polinomi di Tchebyshev

Poiché .
cos(nv) + isin(nd) = ™’ = (cos 9 + isin )" =

= Z <Z> cosF i F gin"F 9
k=0

Passando alle parti reali, ottieni che

n

cos(nd) = cos™ ¥ — <Z) (cos )" 2 sin? 9 + (4

> (cos )" tsin 9 — ...
Da questa espressione e dal fatto che sin 29 = 1 — cos® ¥ ottieni che
1
T, = o1 cos(n arccos x)
detto n—esimo polinomio di Tchebyshev, & un polinomio di grado n.

La normalizzazione ¢ tale che T,,(z) = 2™ + dots. Dimostralo usando lo sviluppo del binomio in

i —i9\ 2
cos" ¥ = <e—|—2e>

Usando che D2 cos(nd) = —n? cos(n?), e che
Op=—V1—220,
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mostra che T;, risolve

\/1—3:2 \/1 22T)) = —n’T,,

che corrisponde al problema di Sturm-Liouville

1
1—22T) = —n>——T,
(V12T = —n® =T,

Esplicitando le derivate di T,,:
(1 —2H)T) — 2T, = —n’T,

4.5 Polinomi di Hermite

. _ 2 . . . . . .
Considera L2 (R), con w = e~%" e considera i polinomi di Hermite

H, = (—1)”63”2D”e_$2
Mostra che
a. H,(z) ¢ un polinomio di grado n
b. H,(x) =2"2"+ ...

c. |D™(e )| < epee~ (1797 per e € (0,1) (questa stima serve per poter fare gli integrali per parti
nel punto successivo).

d. Mostra che per ogni ¢ regolare che non diverga piu di e‘”Q, con ain(0,1), vale
/e_x2<b(x)Hn(x) dz = (—1)”/ (b(JU)D"e_“’”2 dz = / D”gb(ac)e_“"”2 dz
R R R

€. (xkan)w =0 per k<n
f. ( n H fRanne 2 dl'_n'f
g‘ Zn = (HnaHn)w - Qn(,CUn,Hn) = 2”71'\/%

Se ne conclude che H, é una famiglia di polinomi di grado n, che costituisce un sistema ortogonale
in L2 (R), e dunque
1

V2rnl\/T

¢ un sistema ortonormale di L?(R). Successivamente, proveremo che & un sistema ortonormale
completo. Per esercizio potete provare a mostrare che

e_xz/QHn(:r)

Span{l"k}keN

& denso in L2 (affermazione equivalente alla completezza dei polinomi di Hermite) ma & improbabile
che ci riusciate usando argomenti elementari.

4.6 L’equazione di Sturm-Liouville per i polinomi di Hermite

Calcoliamo preliminarmente H),. Poiché H, ha grado n, H], ha grado n — 1, e, per il punto b.

dell’esercizio precedente, H!, = n2"z" ! + ... = 2nH, 1 + ... Ne segue che
n—2
H), =2nH, 1+ Y c,Hy
k=0
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Troviamo i coefficienti ¢;. Sia k < n — 2:

(H,, Hy) = ci,(Hy, Hy)

D’altra parte

(H), Hy) = /RerH;L(x)Hk(w) de = — /RerHn(m) (—2xHy(z) + Hy(z)) dz

che ¢ 0 perché xHy(x) e Hj, sono polinomi di grado minore di n. Dunque

H! (z) = 2nH, 4

Considera ora

!/
/ (e‘x"’HD Hpydo = — / e " H, Hy, = —dnm(Hy 1, Hy-1)
R R

Usando la definizione di z, al punto f. dell’esercizio precedente,

Zn— 1
(anla Hmfl)w = anlénfl,mfl = anl(sn,m = Ll(Hna Hm)w = %(HTHHH)

Zn

Ne segue che per ogni m,

(er (67I2H;L)/7 Hm)w = _2n(Hna Hm)w

Quindi, per ortonormalita dei polinomi {H,, }men,

2

e’ (e H!) = —2nH,

Equivalentemente, H,, risolve il problema di Sturm-Liouville

e anche

(e*xQH;L)/ = —2ne " H,

H)| —2zH, = —2nH,

4.7 Polinomi di Laguerre

Considera L2 (RT), con w = e™® e considera i polinomi di Laguerre

L, =¢e*D"(z"e™ ™)

Mostra che

a. Ly(x)
b. L,(z)

¢ un polinomio di grado n

= (=1)"z" 4 +nl

c. |[D"'(x"e | < cnvge*(lf‘f)x, per € € (0,1) (questa stima serve per poter fare gli integrali per parti
nel punto successivo).

d. Per ogni ¢ regolare che non diverga piu di e** con «a € (0,1),

+oo +o00 400
| ereta@ o= [ s@pare e = (-1 [ D ola)ate " do
0 0 0

e. (2% L)y =0perk<n
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f. (2™ Lp)w = (=1)" f0+°° Drz"zme " dx = (—1)"n! f0+°° e % dx = (—1)"n!?
g- (er Lm)w = n!25n,m

Se ne conclude che L, & una famiglia di polinomi di grado n, che costituisce un sistema ortogonale
in L2 (R"), e dunque

1
e w/2
e L,(x)

¢ un sistema ortonormale di L?(R*). Successivamente, proveremo che & un sistema ortonormale
completo. Per esercizio potete provare a mostrare che

Span{wk}keN

¢ denso in L2 (R") (affermazione equivalente alla completezza dei polinomi di Laguerre) ma &
improbabile che ci riusciate usando argomenti elementari.

4.8 L’equazione di Sturm-Liouville per i polinomi di Laguerre

Calcoliamo per parti
“+oo , +00 +oo ,
/ (ze™"Ly,) Lim = — / e “LI L = / (ze™"Ly,) Ln
0 0 0

(we"Ly,)" = e *(aLy + (1 —x)L},)

Poiché

e L ha grado n—1 mentre (1 —z) ha grado n, ne segue che per m > n il primo integrale 'integrale
puo essere diverso da zero solo se m = n. Analogamente, per m < n l'ultimo integrale puo essere
diverso da zero solo se m = n. Quindi I'integrale & nullo se m # n.

Calcoliamone il valore per m = n:

zL! + (1 —2)L, = —n(—1)"2" +-- = —nL, + ...
Dunque per ogni m:
+o0 ,
/ (ze™®Ly) Ly = —n(Ly, L)
0
Per ortogonalita dei polinomi di Legendre concludo che
(:ce_"”L;@), = —nL,
(qui non serve la completezza, perché non si esce dallo spazio dei polinomi). Equivalentemente

zL! + (1 —=x)L), = —nL,

4.9 * Ottimalita di G,

Sia G, 'n—esimo polinomio di Legendre, e sia C,, = (2n)!/(2"n!) il coefficiente di z" in G,. Il
polinomio G,,/C), & dunque monico. Dimostra che tra tutti i polinomi monici di grado n, G,,/C,, &
quello con la minima norma quadratica.

Suggerimento: vedi CH pag 86.

4.10 * Ottimalita di 7,

Sia T, I'n—esimo polinomio di Tchebyshev. Mostra che tra tutti i polinomi monici di grado n, é
quello che minimizza la norma L.
Suggerimento: vedi CH pag 89.
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4.11 * Zeri dei polinomi ortogonali

Sia {¢n(z)}ren la famiglia di polinomi che si ottiene per ortonormalizzazione di {xk}keN nello spazio
pesato L2 ((a,b)), con w > 0, nullo al pit agli estremi a e b. Usando lo stesso ragionamento del
punto mostra che ¢, ha esattamente n zeri semplici in (a,b). Mostra anche che non & necessario
conoscere a priori la semplicita degli zeri.

5 Operatori limitati

Se B; e Bj sono due spazi di Banach, indico con L£(Bj, Bs) lo spazio (di Banach) degli
operatori limitati da By a By, e con £(B) lo spazio degli operatori limitati da B in B.
Se T' € L(Bj, Bs), indico con Ker T il kernel (nucleo) di T

KerT ={z € By|Tx =0} C By
e con RangeT" 'immagine di 7"

RangeT = {Tx € By|x € B1} C By

5.1 Limitatezza e continuita

T : By — By ¢ limitato se e solo se ¢ continuo.
Se T & limitato

[Tz = Tylls, = IT(x = y)llz, < ITI Iz = yll5,

dunque é lipschitziano e quindi continuo.
Se T & continuo, & continuo in 0, dunque dato ¢ = 1, esiste 6 > 0 tale che se ||z||p, < ¢ allora

|Tz||p, < 1. Poiché
B
o i (62 )
0 ]| B,

e 'argomento di 7" ha norma 4, vale

quindi 7" & limitato e ||T']| < 1/0

5.2 Lo spazio degli operatori limitati

Indico con L(By, Bs) lo spazio degli operatori limitati. Dimostra che ¢ uno spazio vettoriale e che
la norma operatoriale ¢ in effetti una norma.

Mostriamo che ¢ uno spazio completo rispetto alla norma. Sia 7T; una successione di operatori
limitati, di Cauchy rispetto alla norma. Per ogni z € B;:

|Thr — Tzl B, < || Tn — Tl || B,

dunque T, x & di Cauchy in Bs. Poiché Bs & completo, T, converge a un elemento di Bs che indico
con Tx.

E facile mostrare che Tz ¢ lineare. Resta da mostrare che ¢ limitato e che ¢ il limite in norma
operatore di T;,. Poiché T,,x — Tz in By, Infine

(T —Ty)z|| = lim [Tz — Tyl <limsup||Ty — Tl ||zl
m—r+00 n—+o00
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Ma fissato € > 0, esiste NV tale che se m,n > M ||T,, — T),|| < €, dunque per n > N
(T = T)x|| < el
Questa disuguaglianza implica che T' é limitato e che

lim [T —T,| =0

m——+00

5.3 Prodotto tra operatori
Siano A e B in L(H). Mostra che AB € L(H) e che

IAB| < [lA[]|B]

5.4 Norma del proiettore

Sia M un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert H. Sia Py il proiettore su M. Mostra che &
un operatore lineare, che ¢ continuo (per il teorema della proiezione), e che la sua norma ¢ 1.

5.5 Isometrie tra spazi pesati
Mostra che l'operatore U dell’esercizio [4.1] & limitato e che ha norma 1.

5.6 [o

Sia Iy lo spazio delle successioni f =1 fk}keN con quadrato sommabile, dotato del prodotto scalare
400 __
(f+9) =Y Frin
k=0

Si dimostra facilmente che I € uno spazio di Hilbert.
Sia H uno spazio di Hilbert separabile, e sia {ej}ren una sua base. Mostra che 'operatore U da H
in [y definito da R R R

Uf=f={fetren, fx= (ex: f)
¢ un operatore lineare continuo biettivo, che conserva il prodotto scalare (cio¢ ¢ una isometria che
da un isomorfismo tra H e la).

Come conseguenza, esiste un solo spazio di Hilbert separabile di dimensione infinita, a meno di
isomorfismi.

Suggerimento: se f € ly allora > ), fkek ¢ di Cauchy e dunque converge a una qualche f € H per

completezza di H, e fk sono proprio i coefficienti di Fourier di f. Ne segue che U & una biezione.
Dati f,g € H,

(f,9) =1tim(>" fren,g) =1im > frgn = (f. 9,

k<n k<n

5.7 L’operatore 0,
Considera L?((—m,7),C). Per i vettori della base e; = €% //271 & ben definita la derivata:
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(inoltre 9, é diagonale su questa base). Certamente si pud estendere 9, per linearitd a tutti i
polinomi trigonometrici (cio¢ le combinazioni lineari finite della base di Fourier), che sono densi in
L?((—m,7),C). Perd 0, non & un operatore limitato, infatti

| Duerl® = K = k?[|e |
dunque sup, || 9zv||/||v|| = +oo.

Molti operatori interessanti sono illimitati, e in genere sono definibili solo su sottoinsiemi densi di
uno spazio di Hilbert. Indichero con D(T') il dominio di definizione di un operatore T' (eventualmente
illimitato), e in genere assumero che

D(T)=H.

5.8 Estensione per continuita di un operatore limitato
Sia T': D(T') — Ba, con D(T') denso in B;. Dimostra che se T ¢ limitato su D(T'), cioé se

s 10l

allora esiste un unico operatore limitato da By a Bs che estende T e la sua norma ¢ < C' (estendi
per continuita e verifica le proprieta dell’estensione che hai trovato).

6 Trasformata di Fourier

Indichero con S* lo spazio di Schwartz, cioé le funzioni C'"™ da R in C, con le derivate che
decrescono pitl rapidamente di ogni polinomio:

S ={f e C®R,C)| Vk,n >0 ey, Yo € R(1+ |2|*)|D"f] < crn}

In [FM] par. 3.2 ho provato che la trasformata di Fourier:

(FHO) = FO) = % / e () da

é biettiva da S in S, e che la sua inversa é

-1z _L ei)\m
F )@ = = /R () dA

Inoltre F (e F~!) ¢ un’isometria rispetto al prodotto L?:

[FNaoar= [ Fgte) az

Questa identita equivale all’identita distribuzionale

/ M@ AN = §(z — y)
R

6.1 Trasformata di Fourier in L2
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Mostra che F e F~! si estendono a L?(R) usando la densita di S in L2, che le estensioni conservano
il prodotto scalare, e che FF 1 =1=FLF,
Sia f € L?*(R), mostra che

@)X {2l < M} — f(z) in L*(R)

La trasformata di Fourier di f(x)X|z| < M esiste per ogni A ed & una funzione continua (per
convergenza dominata, vedi anche I'esercizio [6.4)), ed ¢ in L.
Per continuita di F,

R _ . 1 M —i\z
fA) = lim \/ﬂ/M e " f(x)dx

M—+o00

Quindi per ogni f € L2, q.0. in X esiste

\/%/Re_i’\xf(x) dz

come valore principale, e definisce una funzione in L?.

6.2 Completezza dei polinomi di Hermite

La completezza in L2 (R) con w = ¢~*” dei polinomi di Hermite ¢ equivalente al fatto che se fer?
verifica per ogni n € N che (2", f),, = 0, allora f deve essere nulla (perché?).

Sia dunque f € L2 (R), con (2", f) = 0 per ogni n € N. Si mostri che ’l*l € L2 (R), per ogni
0 > 0. Ne segue che ,
el f(z) e LY(R)

Ma allora, per convergenza dominata,

/RezQeiAxf(x) dz = /RezQ Z (lil)nf(x) dz = Z /1%er (lzl)nf(:v) dz

neN neN

e tutti i termini della serie sono nulli, dunque
—z? iz
/e e f(z)de =0 VA
R

Dimostra che e=*" f(z) € L2(R) (usa che e=2*" < ¢=*"). Poiché la trasformata di Fourier conserva

la norma L? ne segue che
2

e ¥ f(x)=0 q.o.
e quindi f & nulla in L2 (R).

6.3 Completezza dei polinomi di Laguerre

La completezza in L2 (RT) con w = e™® dei polinomi di Laguerre ¢ equivalente al fatto che se
f € L2 (R") verifica per ogni n € N che (27, f),, = 0, allora f deve essere nulla.

Seguendo il [CH], sembra che, usando la trasformazione z = y? si possa mostrare che la completezza
dei polinomi in Lgﬂ/g (R) sia equivalente alla completezza dei polinomi in Lg,x(RJ“). Pero ¢’e qualche
dettaglio che non torna, quindi, seguendo il suggerimento di uno di voi, faccio una dimostrazione
diretta usando lo stesso procedimento usato per la completezza dei polinomi di Hermite.

Sia dunque f € Lg_m e sia (2", f)w = 0 per ogni n € N. Con il cambiamento di variabili z = 2? si

ha +oo +oo 5 +oo 2
0= / e P2 f(z)dr = 2/ e P L F(%) dr = / |zle™* 2%"g(2) dz
0 0

— 00
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dove g(2) = f(2?). La funzione g é in L? (R), infatti

|zle==*

[l = [ty = [ e

Si mostri che 9%l ¢ L2 _.2, per ogni § > 0. Ne segue che

|2le
e 2|’ g(z) € LY(R)

Ma allora, per convergenza dominata,

n

—22_idz_n —2z2 (1)‘) n —2z2 (1>‘)n n
e e zzgzdz:/e 2" z|lg(z)dz = /e ——2"z|g(z) dz.
/ flate)ds = [ o 3 EElo(e) do = 5 [ el

neN

I termini con n dispari sono nulli perché |z|g(z) & pari. Se n = 2k 'integrale &

/ e_ZZZQk\z|g(z) dz=0
R

per ipotesi. Dunque
/e_ZQei’\Z|z|g(z) dz=0 VA.
R

Poiche e*Z2|z]g(z) ¢ anche in L2(R) (usa che \z|e*2'z2 < ce™#"), e la trasformata di Fourier conserva
la norma L? ne segue che ,
e “|zlg(z) =0 q.o.

e quindi g é nulla q.0, da cui f =0 q.o..

6.4 Trasformata di Fourier in L!

Mostra che F si piil estendere da S* a L'(R) e che questa estensione verifica
F:L'R) = C[R)
con [|[F flloo < |[fll2/v2m.

Per provare la continuita di Ff(\) puoi usare la convergenza dominata.

Inoltre, se f € C', f, f € L(R) allora
Ff'(N) =iAFf(N)

dunque
1

V2|

e quindi tende a 0 per A\ — +oo. Per densita delle funzioni C' a supporto compatto in L', prova
che se f € LY(R), allora

[Ff] < 1£1 e

lim Ff(A\)=0

A—+o0

(in pratica stai dimostrando il lemma di Rienmann-Lebesgue).

6.5 Iniettivita della trasformata di Fourier in L'
Sia f € LY(R), dati a,b tali che —co < a < b < 400, considera la funzione

b b+x
g(m):/ f(x—irt)dt:/ F(t) dt

a+x
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e mostra che é continua in a, b, x.

Mostra che g € LY, con ||g|l1 < (b — a)||f]l1, e che g € L?:
b b
ol = [ dalgla) < ["atr [ dolpte+ o] [ dtalf@ )] < - @l

Mostra che )
a0 =10 [ e,
Quindi se f()\) = 0 allora §(\) = 0. Poiché g € L? e F & un’isometria in L?, ne segue che
lgllz = llgll2 =10

e dunque g(z) = 0 quasi ovunque in x, ma essendo g continua g(z) = 0. Ma allora, dalla definizione
di g, segue che f deve essere nulla quasi ovunque.

7 Operatori da H in sé

Considero adesso un caso particolare di operatori lineari, quelli che vanno da H in R per
spazi reali (in C per spazi complessi). Tali operatori vengono detti funzionali lineari. Nel
caso finito dimensione, una applicazione lineare da R™ in R é

n

Lx = Z Zi%;

i=1

per opportuni coefficienti z;,7 = 1...n, cioé

Lz = (z,x)

In dimensione infinita, fissato z € H il funzionale
Lz = (z,x)

é lineare continuo, e poiché |Lz| < ||z|| ||z]|, scegliendo = = z si ottiene che
L0 = 1=l

Anche in dimensione infinita i funzionali lineari sono tutti e soli quelli ottenuti mediante
prodotto scalare con un vettore fissato, come mostra il seguente teorema.

7.1 Teorema di rappresentazione di Riesz

Sia L € L(H) (con H reale o complesso), cioé L ¢ un funzionale lineare continuo. Essendo L lineare,
Ker L & un sottospazio chiuso. Se Ker L = H | la scelga z = 0 dimostra il teorema. Mostriamo invece
che se Ker L non é tutto H, il suo ortogonale ha dimensione 1.

Siano vy, vz € (Ker L) non nulli: sia

Lvi = a1 Lvy = as
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(entrambi non nulli, per ipotesi sulle v; e vy, che sono nell’ortogonale del nucleo). Ma allora
L(vl/al — 1)2/042) =0

e dunque (v1/a; — va2/ag) € Ker L. Ma per ipotesi v; e vy sono non nulli e ortogonali al nucleo di
L, dunque
1)1/041 — 'UQ/O[Q =0

Ne segue che esiste un vettore vy di norma 1 tale che
(Ker L)* = {avg| & € R}
Poiché L & continuo, Ker L & chiuso, dunque (vedi punto
H =Ker L @ (Ker L)*.

Sia v € H; decomponendolo
v = (vg,v)vg + (v — (vg, v)vp)

dove (vg, v)vg ¢ la proiezione di v su (Ker L)+ e dunque v — (vo, v)vg € Ker L. Ne segue
Lv = (vo,v)Lvg = (z,v) e | L[| = [|z]]

con z = Lvg vg.

Per uno spazio di Banach B, lo spazio di Banach di tutti i funzionali lineari e continui é
detto duale di B e si indica con B’. Per uno spazio di Hilbert H il duale si identifica con H
stesso mediante il teorema di rappresentazione di Riesz.

La possibilita di identificare H' con H permette di definire 'aggiunto di un operatore da
H a H (nota che per uno spazio di Banach B I’aggiunto ¢ un operatore in £L(B’))

7.2 Operatore aggiunto

Sia A € L(H), fissa un vettore z € H e considera l'applicazione
H>y— (z,Ay) eR
E evidentemente un funzionale lineare in y, e verifica
(2, Ay)| < [lz[l | Ayll < [LA[ 1]} [[]
Per il teorema di rappresentazione, esiste & tale che per ogni y:

(z,Ay) = (Z,y)

E facile dimostrare che & dipende linearmente da z, dunque esiste 'operatore lineare A* tale che
T = A*x, dunque

(z,Ay) = (A%z,y)

Passando ai coniugati si ottiene

(Ay,z) = (y, Az) = (A*y,z) = (z,A"y)

Proviamo che A* ¢ limitato.

[A%z|| = sup (A"z,y) = sup (z, Ay) < ||A] ||z
lvli=1 lyll=1
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Ne segue A* ¢ limitato e che
[A™]| < || Al

Allo stesso modo,
[Ayll = sup (z, Ay) = sup (A*z,y) < [|A] [ly||
=l=1 llzll=1

dunque ||A|| < ||A*|| e dalle due disuguaglianze si ottiene
1A} = [l A]-

Inoltre
A** — A

infatti per ogni = d vy,
(A%z,y) = (2, A"y) = (Az,y).

Infine, sempre a proposito delle norme, sia x # 0:
1Az|* = (Az, Az) = (A" Az, z) < [ A"All||lz]* < Al |-A"] [l]
Dividendo per |z|? e passando al sup si ottiene
1AI1* < [l A*Al < [|A] (A7) = 1Al

quindi
A Al = || A]”

Definizione: A é autoaggiunto se A* = A.

7.3 Inverso dell’aggiunto
Mostra che

(AB)* = B*A™.
Inoltre, sia A invertibile. Mostra formalmente, che

(A = (A"

Nell’esercizio precedente ho usato la parola formalmente perché fin’ora ho glissato su un punto
importante: se A é un operatore biettivo, é facile vedere che A~! é un operatore lineare, ma
non ho mai verificato, se non in casi particolari, se A~! fosse un operatore limitato. In
realta la continuita dell’inverso ¢ un fatto generale che discende dal lemma di Baire (o da
una sua conseguenza detta “teorema dell’applicazione aperta”) D’ora in poi, invece di fare
dimostrazioni ad hoc, dard per assunto che, se A é limitato e biettivo, allora A~! & limitato
(come viene dimostrato in qualunque corso di analisi avanzata). Inoltre

L= I} = [AA7Y] < [|A]l [A™*]| e dunque [|A][ A7 > 1.

Pit in generale, questo teorema ¢ vero in spazi di Banach.

Nel caso di spazi vettoriali reali di dimensione finita, le matrici autoaggiunte sono le matrici
simmetriche, nel caso di spazi vettoriali complessi di dimensione finita la matrice associata
all’aggiunto ¢é la coniugata della trasposta.

7.4 Matrici infinite
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Sia A € L(H), e sia {ex} una base per H. Posso definire la matrice infinita
Aij = (ei, Aej)
Mostra che -
AIEZ‘ = Z Aijij
J
e che
cioe la matrice associata all’aggiunto & la coniugata della trasposta.

7.5 Operatori di moltiplicazione
Sia h una funzione data, e sia A € £(L?) dato da

(Af)(x) = h(z)f(z)
Mostra che ¢ un operatore limitato se e solo se ||h||cc < +00 € che la sua norma ¢
AL = 117lloo

(nota anche che in genere non esiste f tale che ||Af|| = ||h]|oo]|f]|; deduci da questa informazione
che la sfera unitaria di uno spazio infinito dimensionale non & compatta). Il suo aggiunto é

(A" f)(z) = h(z)f(z)
Sia z; una successione, e sia B € L(l3) dato da
(Bx)g = 2.2k
Mostra che ¢ limitato se e solo se z & limitata, e che
1Bl = Sup |2k

L’aggiunto é
(B*x)k = ZETk

7.6 Operatori di convoluzione
Sia g : R = R, esia

(AN@) = g+ £)@) = [ ala =) ) dy
Se f & il L?, la convoluzione in Fourier diventa un operatore di moltiplicazione
(FASA) = V2rg(A\) f(N)

Usando il fatto che 7 manda L' nelle funzioni continue e limitate, deduci che se g € L' allora A ¢
limitato e

1AL < lgll

Mostra questa affermazione anche usando direttamente la convoluzione.

La funzione g(z — y) di chiama nucleo integrale dell’operatore A.

Mostra che A* ha nucleo integrale g(y — x), dunque A ¢ autoaggiunto se e solo se g ¢ una funzione
pari. Nota che la parita di una funzione reale g é equivalente alla realta della sua trasformata di
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Fourier (il senso di quest’ultimo punto dovrebbe essere chiaro alla luce della seconda parte del punto

7).

7.7 Operatori integrali
Sia g: Q2 xQ — R, esia

mnu%aéMawﬂm@

g & detto nucleo integrale dell’operatore. I’aggiunto A* ha nucleo g(y, x)
Mostra che se g € L%(Q x ) allora A & limitato.

Nota che I'ipotesi g € L?(2 x Q) non ¢ una condizione necessaria: nell’esempio precedente in nucleo
g(x —y) non & certamente quadro sommabile in R x R.

7.8 Lo shift su [,

Sia S : Iy — l9 definito da
S(zg,z1,22...) = (0,20, ...)

cioé S é l'operatore che shifta in avanti di un posto la successione, mettendo 0 come primo elemento.
Prova i seguenti fatti.

a. S é iniettivo, infatti
Ker S = {0}

ma non suriettivo, infatti

Range S = {0} x ls C lo
(ricorda che invece un’applicazione lineare da R™ in sé ¢ iniettiva se e solo se & suriettiva).
b. S conserva il prodotto scalare, ma non é un isomorfismo da S in sé.
c. L’aggiunto di S & definito da
S*(zg,z1,22...) = (1,22...)
che & lo shift all’indietro.

d. S*S=1 maSS*#1
KerS* =R x 0N Range S* = I,

7.9 La trasformata di Fourier come operatore

Mostra che
f* — F—l

dunque F € un operatore unitario, cioé il suo aggiunto coincide con l'inverso.

Riassumo qui i risultati principali sulle equazioni lineari in spazi di dimensione finita, e
discuto la loro estensione al caso di spazi di dimensione infinita.
Sia A una matrice n X n in campo complesso, e sia b assegnato, e cerca x € C" tale che

Az =10

SL 1. Se det A # 0, per ogni b esiste una ed una sola soluzione: A ¢é invertibile, e 'equazione
omogenea associata ha solo la soluzione nulla.
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SL 2. Se det A = 0, 'equazione omogenea associata ammette un sottospazio non banale
di soluzioni, e I'equazione Ar = b ammette soluzione (non unica) se il rango della
matrice completa & uguale al rango di A (Rouché-Capelli). Questa affermazione é
infatti equivalente al fatto che b é combinazione lineare delle colonne di A, cioé che b
¢ nel Range A

La nozione di determinate e di rango di una matrice non si esportano facilmente al caso
infinito-dimensionale, ma i risultati precedenti possono essere riscritti in termini piu adatti
al caso infinito dimensionale.

Premetto un’osservazione valida in generale negli spazi di Hilbert.

7.10 (Range A)* = Ker A*
Sia y € Range A, dunque esiste z tale che y = Az;

(y,x) =0 Vy € Range A <= (Az,z) =0Vz
< (2, A*x) =0Vz <= z € Ker A*

Dunque
(Range A)* = Ker A.

La stessa conclusione vale scambiando A e A*
Da questo fatto, in dimensione finita, se A é un operatore da C™ in sé:

C" = Range A @ Ker A" = Range A" @ Ker A (3)

inoltre, poiché il rango di una matrice ¢ il massimo numero di colonne linearmente indipen-
denti, e anche il massimo numero di righe linearmente indipendenti,

dim Range A = dim Range A*
da cui, usando la doppia decomposizione di C™ fatta sopra, si ottiene

dim Ker A = dim Ker A*

Il teorema di Rouché Capelli si pud dunque riformulare cosi: Ax = b ha soluzione se e solo
se b ¢ nell'immagine di A, cioé se e solo se b ¢ ortogonale al nucleo di A*. Se Ker A ¢ banale,
allora lo & anche quello di A* (perché hanno la stessa dimensione) e dunque per qualunque
b il sistema ha soluzione.

Riassumendo, in dimensione finita

df 1. C" = Range A ® Ker A*
df 2. C" = Range A* ® Ker A
df 3. dim Ker A = dim Ker A*

Da questi fatti segue che A ¢ invertibile se e solo se Ker A # {0}, infatti vale la seguente
catena di equivalenze:

e A ¢ suriettivo se e solo se Range A = C"

e Range A = C” se e solo se Ker A* é banale (per df. 2)

27



e Ker A* & banale se e solo se Ker A ¢ banale (per df. 3

e Ker A ¢é banale se e solo se A ¢ iniettivo.
Inoltre df. 2 afferma che Axr = b ha soluzione se e solo se b é ortogonale a Ker A*, e la
soluzione non € unica se i kernel non sono banali.

In dimensione infinita risultati di questo tipo (che sono veri solo per opportune classi di ope-
ratori) si chiamano teoremi dell’alternativa, perché affermano che o Az = b ha soluzione
per ogni b, o ha soluzione solo se b é ortogonale al nucleo di A*.

7.11 Dimensione infinita

Considera l'operatore S di shift nell’esempio [7.8| e verifica che anche in questo caso
lo = Range S™ @ Ker S = Range S @ Ker S*

Pero S ha nucleo banale dunque ¢ iniettivo, ma non €& invertibile. Inoltre S* ha nucleo non banale,
dunque in dimensione infinita non vale 'uguaglianza delle dimensioni dei nuclei di un operatore e
del suo aggiunto, e nemmeno quella tra le dimensioni delle immagini.

Sia ora B € L(R) Poperatore di moltiplicazione

1

Bflx) = 1+ 22

f(x)

B ¢& autoaggiunto, dunque Ker B e Ker B* hanno la stessa dimensione, che & zero infatti B & iniettivo.
Perd B non ¢ suriettivo, infatti mostra che

1/(1+ |z|) € L*(R)
ma la soluzione di

1 1 . 14 22
14 a2 (x)_l—i—\x] © f(x)_1+\x|

¢ L*(R)

Dunque in questo caso
L*(R) # Range B @ Ker B*

Quello che accade €& che Range B non é chiuso; nota che Range B contiene tutte le funzioni continue
a supporto compatto (che & un sottospazio invariante per B), e quindi ¢ denso il L?(R).

Anche in dimensione infinita vale che i vettori dell’immagine di A* sono ortogonali ai vettori
del nucleo di A, perd non é detto che I'immagine di un operatore sia un sottospazio chiuso,
mentre il kernel lo é essendo la controimmagine di un punto mediante un operatore continuo.

Dunque
(Range A)* = Ker A

H = Range A @ Ker A* = Range A @ Ker A

Quindi si pud sperare di riprodurre i risultati finito dimensionali solo per classi di operatori
che abbiano I'immagine chiusa e per cui l'invertibilita coincida con la banalita del nucleo.

In dimensione infinita gli operatori che piu somigliano a quelli dei casi finito dimensionali
sono gli operatori di rango finito.

Per definizione T' é di rango finito se e solo se la dimensione del Range T é finita. In particolare
questo implica che il Range T é un sottospazio chiuso, essendo finito dimensionale.
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Prima di studiarli, premetto una definizione. Dati due vettori a e b, indico con a ® b il loro
prodotto tensoriald/| come I'operatore in £(H) definito da

a®bf=a(,f)

Nota che la matrice associata a a ® b é la matrice che si ottiene moltiplicando il vettore
colonna di a per il vettore riga b coniugato, cioé (a ® b);; = a;b;.
La sua norma operatoriale ¢ ||a|| ||b]] (esercizio) e il suo aggiunto ¢

(a®b)" =b®a.
Infatti
((a®b)"y,z) = (y,a®bx) = (y,a(b,x)) = (b, )(y,a) = (b(y,a), z) = (b(a,y),r) = (bRay, r)

Verifica per esercizio che se {e;}7_; & una base ortonormale per un sottospazio finito M,
allora

n
Z er ® e € il proiettore su M
k=1

7.12 Operatori di rango finito

Sia T' & un operatore di rango finito, e sia {p;}]",; una base per RangeT. Per ogni f si puo
decomporre T f nella base per Range T":

n n

Tf=> i THpi =Y (T*pi, pi = > (i, Fpi

i=1 =1 i=1

dove g; = T™*p;. Usando la definizione di prodotto tensore,

n
T=Y pi®q
i=1
da cui
n
T = Z Qi @ p;
i=1

Ne segue che 'immagine di T* & lo span dei vettori ¢; dunque anche T™ & di rango finito.
Per esercizio, mostra che se g, € combinazione linearmente di g1, ...g,—1, allora Range T ha dimen-
sione inferiore a n, contro l'ipotesi che {p;}?_; sia una sua base.

Ker T ha dimensione infinita e dunque 7" non & un operatore invertibile, inoltre Range T™ & chiuso
(perché di dimensione finita) dunque

H =KerT* ® Range T

e Tx = b ha soluzione (non unica) se e solo se b ¢ ortogonale al nucleo di T*
In pratica gli operatori di rango finito sono degli operatori finito dimensionali, immersi in
uno spazio infinito dimensionale... quindi la teoria delle equazioni lineari per questi operatori

INon é veramente il prodotto tensoriale di a e b, perché, per come ¢é definito, ¢ @ b & una forma bilineare
su H' x H, mentre il prodotto tensore ¢ definibile, per esempio, come forma bilineare su H' x H', vedi [RS].
Nel caso di H reale la differenza non si nota.
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é banale. Piu significativo é il caso di perturbazioni di rango finito dell’operatore identita,
cioé lo studio di I — T'. La soluzione di equazioni del tipo

I-T)x=0b

é infatti interessante perché coincide con lo studio dell’invertibilitd di operatori del tipo
A1 — T, cioé con il problema agli autovalori per T, che studieremo in seguito.

7.13 1 — T con T di rango finito

Sia T un operatore di rango finito dato da

n
T = Zpi X q;
i=1

Sia M il sottospazio finito (e dunque chiuso) generato dai vettori p; e ¢;, con i € 1,...n. Poiche M
é chiuso
H=MaM*

Per definizione di M:
RangeT C M, RangeT* C M da cui M+ Cc Ker T*, M+ C KerT

Poiché H si decompone in somma diretta di M e M, posso scrivere i suoi elementi z € M come
coppie di vettori (zsz) con zm € M e z; € ML, oppure come z = 2, + z; a seconda della
convenienza.

Per quanto affermato sopra:

| () ()
()

cioe I —T e I — T* portano M in sé e coincidono con l'identita su M-L. Inoltre su M sono
uno l'aggiunto dell’altro (con abuso di notazione indico gli operatori e la loro restrizione a M
nello stesso modo).

Ker (I-1T) = <Ker (g_ T)>
Ker (I T%) = <Ker (IO_ T*)>

Poiché M ha dimensione finita, i due kernel hanno la stessa dimensione in M e in tutto H e
tale dimensione é finita.

Range (I— T) — (Rangjﬁ = T)> _ <(Ker ({IO;T*))L> S

(attenzione, l'ultima identita non ¢ un fatto generale).
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In definitiva, per I — T" valgono gli stessi risultati del caso finito dimensionale, e dim Ker (I —T) &
finito.

Un’osservazione finale: se Ker (I—7T') ¢ banale, esiste I'inverso che & un operatore limitato. Nel caso
in cui il kernel non sia banale, e I’'equazione (I —T')z = b abbia soluzione, la soluzione & della forma
x = xo+ x1, con xg € Ker (I — T') soluzione qualunque dell’omogenea, e x1 unica soluzione di

(I-T)xy =b con z; € (Ker (I—T))*"

La soluzione in x7 € unica perché I — T ristretto all’ortogonale al suo kernel ¢ anche iniettivo oltre
a essere suriettivo, dunque € invertibile e l'inverso ¢ continuo. In particolare esiste C' tale che
|lz1|| < CJb||. Una stima di questo tipo, cioé che a meno della soluzione dell’omogenea, la soluzione
dell’equazione & ottenuta da b mediante un operatore limitato, sard vera tutte le volte che potremo
dimostrare un teorema dell’alternativa.

7.14 Equazioni integrali di Fredholm

Considero L?(Q) e sia k(z, y) un nucleo integrale assegnato e sia g una funzione data. L’equazione

f(a) /Q k() (y) dy = g(x)

é detta equazione integrale di Fredholm. Sia

Kf(x) = /Q k(. 9) ()

Verifica che
K*f@) = [ Kw.a)fw)

Il nucleo k ¢ separabile se
n
k(z,y) =Y pi(a)ai(y)
i=1

con p; e ¢; in L?(Q). In tal caso
n

Kf(x) =Y (a f)pi(x)

i=1
¢ di rango finito, quindi per ’equazione

I-K)f=gyg
valgono le conclusioni descritte prima.

Nella dimostrazione del teorema dell’alternativa per gli operatori di rango finito, abbiamo
proiettato su M che contiene il range di K e di K*. nella pratica si procede esplicitamente,
limitandosi a proiettare sul range di K*. Come esempio userd operatori integrali a nucleo
separabile, ma la teoria ¢ del tutto generale.

7.15 Nuclei separabili - versione astratta

Trasforma esplicitamente il problema di trovare soluzioni all’equazione di Fredholm f — K f = b per
un nucleo separabile in un problema finito dimensionale. Sia k£ un nucleo separabile, e K ['operatore
associato:

Kf@) =Y pi(o) [ a0 dy =Y pie)as )
i=1 Q i=1
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Siano A;j = fQ ¢i(x)p;(x) de. Moltiplica scalarmente 1’equazione per ¢;:

n

(@ /) = > _(@,p)(g5, F) = (a,b)

=1

Indica con f; = (gi, f) e bi = (gi,b). Si ottiene il sistema
f’l_ZA’l]fJ:b’L B=1...n
j=1

Se la matrice I — A & invertibile, il sistema ha sempre soluzione, e la soluzione del sistema originario
é

fl@) =) fipi(x) +b(x)
j=1

(riconosci che sull’ortogonale ai p; la funzione f coincide con b). Se la matrice non & invertibile,
il sistema ha soluzione se e solo il vettore (by,...b,) & ortogonale al nucleo della matrice T — A*.
Considera I'equazione aggiunta

g9(x) — j;qg'(fv)/gpj(y)g(y) =0

e moltiplicala scalarmente per p; indicando con g; = (p;, g). Ottieni 'equazione omogenea aggiunta

n
9i— Y Ajig; =0
j=1
Se questo sistema lineare ha soluzioni non banali, il kernel di I — K* & dato dalle funzioni g tali che
n
g9(x) =) gigi(x)
i=1
La condizione di ortogonalitd di un vettore b a queste soluzioni é

n n
(b,g):() — Zgi(qi,b):o — Zgibi:O
i=1 i=1
cio¢ esattamente ’ortogonalita del vettore (b,...by) ai vettori (g1, ...gy) nel nucleo della matrice

I- A

7.16 Un esempio

Mostra che I'equazione

1
fz) - /_ 2y’ f(y) dy = g(x)

1

dunque se fosse noto il valore di
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la soluzione sarebbe semplicemente

F(&) = g(a) + 3y

Moltiplicando per 2 I’equazione e integrando, si ottiene un equazione per Cy:

1 1.4 1
/_1m3f(x)dm—0f/_1 a;f(x)dx—/_liQ(x)dx

1 1
Cy — 5C’f = /_1 23g(x) dz

Cioe

che ha sempre soluzione:

1
Cy= 4/ 23g(x) dz

—1
Dunque I’equazione di partenza é sempre risolubile. Noto infine che le soluzioni dell’omogenea si
ottengono per g = 0 e sia ha Cy = 0 e dunque f = 0, cio¢ il nucleo ¢ banale.

Sia ora
1
fz) - 2/_ zy’ fy) dy = g(=)

Mostra che ha soluzione se g(x) = 22, ma non se g(z) = x. Infatti, procedendo come sopra, definisco

1
Cy 2/_1y3f(y)dy

moltiplico I'equazione per x> e integro, ottenendo

1
Cy—Cr = /_1 23g(x) dz

. 1 9 . . . .
che non ha soluzione se f_l 23g(x)dx # 0, e in tal caso I'equazione di partenza non ha soluzione.

Invece, se f_ll x3g(x)dz # 0, I'equazione per Oy ¢ risolta da qualunque Cy dunque la soluzione &
data da

f(#) = cox + g(x)

Nota che {cz}.cr ¢ il sottospazio delle soluzioni dell’omogenea, mentre {cz3}.cr ¢ il sottospazio
delle soluzioni dell’omogenea del problema aggiunto.

Esercizio 3. Equazioni integrali

Risolvi le seguenti equazioni integrali con nucleo separabile simmetrico con f, g € L?([0,27]; R)

27
fo) - / cos(z — y) f(y) dy = sinz

/ cos(z + y) f(y)dy = cosx
0

2
/ cos(z +y)f(y)dy =sinx
0

/02“ M=) f(y) dy = g(z)
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(qui considera f e g a valori complessi, e risolvi per ogni \ reale)

Esercizio 4. Autovettori di a® b

Siano a,b € H non nulli, trova autovalori e autovettori di a ® b, trova anche autovettori e autovalori
dell’aggiunto, mostrando che gli autovalori sono gli stessi (ma in generale non gli autovettori).

8 Serie di Neumann

Estendiamo la teoria fatta per I — T con T di rango finito. La teoria di questa estensione é
iniziata con lo sviluppo in serie di polinomi dei nuclei integrali regolari, che evidentemente
da un’approssimazione di rango finito all’operatore integrale. Qui presento direttamente la
versione astratta dei risultati.

8.1 Operatori piccoli e serie di Neumann

In dimensione finita, se A ¢ una matrice invertibile e B una matrice qualunque, per continuita del
determinante,
se |e| @ suff. piccolo, allora det(A —eB) # 0

e dunque A — B ¢ invertibile. L’'uso della norma operatoriale permette di chiarire meglio il valore
di e. Consideriamo per semplicitd A = I. Ricordando che

- k
1—$_Zx

keN

vorremmao provare che

I-B)"'=> B

keN

La serie a destra (detta serie di Neumann) ¢ totalmente limitata se | B|| < 1 infatti
S8 < S IBIF =
keN keN L= 1Bl

dunque converge in norma ad operatore limitato. Per la convergenza totale, possiamo moltiplicare
a sinistra termine a termine per I — B e ottenere

+oo +oo
(I-B)) B"=> (B*-BF")=> B"-> B*=B"=I
k=0 k=1

keN keN

e, poiché B commuta con tutte le sue potenze, lo stesso si ottiene moltiplicando a destra. Dunque
la serie di Neumann effettivamente definisce I’inverso di I — B.

Dimostra per esercizio che se A & invertibile e || B|| < 1/[|A~!]| allora

(A-B) '=(I-A"'B) A =) (A'Bfa =41y (BATH
keN keN

e le serie convergono se ||[A7!B|| < 1, ma ||[A7!B|| < ||[A7!| | B||. Ne segue che il sottoinsieme degli
operatori invertibili € un aperto nella topologia data dalla norma operatoriale.

8.2 Equazioni integrali di Volterra
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Un’equazione del tipo N
fla) = [ ket dy = bio)

Si chiama equazione di Volterra. Nota che se vuoi trovare una soluzione dell’equazione non omogenea

f(t)=a(t)f(t) +g(t)

integrando da 0 a ¢ ottieni

e questa & un’equazione di Volterra. (in generale le equazioni differenziali ordinare si possono
trasformare in equazioni integrali).
Nota anche che questo é un caso particolare di equazione di Fredholm.

8.3 Equazioni di Fredholm e di Volterra per nuclei continui

Considero funzioni in © = [0, £], e assumo che il nucleo sia una funzione continua e limitata |k(x, y)| <
M. Indico con

Y/
Kpf = / k() (v) dy

¢
Kvf = [ ke twdy= [ kel <o) fo)d
E considero le due equazioni di Fredholm e Volterra corrispondenti, con yp numero reale.
f—uKpf=b f—-pKyf=0

E facile provare che
|Kpf(z)] < M| fllo

e che la stessa stima vale per Ky f. Dunque, per |u| M < 11, entrambe le equazioni sono risolte dalla
serie di Neumann applicata a b, sommata in Lo,. In particolare, nel caso di Fredholm, riconosci la
serie di Neumann dentro la seguente espressione di f in funzione di b, ottenuta iterando ’equazione:

+oo
= Zu”/ k@, y1)k(y, y2) - - k(Yn—1,yn)b(yn) dy1 - - -

n=0 an
In realta, I'equazione di Volterra é risolubile per ogni u, come é facile provare. Stimiamo infatti
K{b:

Y1 Yn—1
ol < | [ ambten) [ k) [ a0t <
0

Y1 Yn—1
<y / dyy / dys .. / b)) dyn VB 2 MEE /(1)1

dunque la serie di " K7,b converge per qualunque .

8.4 Equazioni di Fredholm e di Volterra per nuclei L?

Dimostra che se k € L?((0,¢)? allora Kr e K, sono due operatori limitati, e dunque per u piccolo
le equazioni

J—uEKpf=b e [f—-pKyvf=0>

hanno soluzione per ogni b,
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Assumi che |k(x,y)| < p(x)q(y) con p,q € L*((0,¢), che puoi assumere, per comodita, pit1 grandi di
1. Mostra iterativamente che puoi stimare K7;b con

9 1 €z Y1 Yn—1 9 9 9 9 1/2
LB < o [ (/0 - /0 dys .. /0 dyn ()P 1) - - ()P <yn>) .

Usa il fatto che, se a(y; ...y,) ¢ positiva e simmetrica per permutazioni delle variabili, allora

Z Y1 Yn—1 1
/ dyl/ dyg.../ dyna(yi, .. .yn) = ‘/ dyi - - dypalyr, - - yn)
0 0 0 e Jo,z)»

per concludere che
(Cg)n—l

Vn!

1K <

e che dunque f — uKy f = b ha sempre soluzione.

Passo ora a piccole perturbazioni di operatori di rango finito. Premetto un’osservazione,
facile da dimostrazione: sia A é un operatore di rango finito, e sia B un operatore limitato,
allora

AB e BA sono di rango finito.

8.5 Piccole perturbazioni di operatori di rango finito

Sia K un operatore di rango finito, R un operatore con |R|| < 1, T = R+ K. Per l'operatore [ — T
vale il teorema dell’alternativa di Fredholm.

Considero I'equazione
(I —=T)x = b che riscrivo (I — R)z — Kx =

Chiamo A = I — R, che & un operatore invertibile perché R ha norma minore di 1. Inverto a destra
Pequazione (il risultato si ottiene anche invertendo a sinistra, ma ci si intreccia un po’).

Az —Kez=b < Az - KA ' Az =b <= I1-KA YAz =10

Indico con K = KA~ che ¢ un operatore di rango finito perché K lo é.

(I — K)Axz = b ha soluzione in z <= (I — K)y = b ha soluzione in y

Posso usare la teoria svolta per gli operatori di rango finito e concludere che
prf 1. lequazione ha soluzione per ogni b se e solo se Ker (I — f() é banale
prf 2. le dimensioni di Ker (I — K) e Ker (I — K*) sono uguali

prf 3. se i kernel hanno dimensione non nulla, Pequazione ha soluzione se e solo se b & ortogonale
al Ker (I — K*).

Per completare la dimostrazione, dobbiamo riportare queste informazioni a livello dell’operatore
I —T. Cominciamo dall’ultima, ricordando che

K* — (KA—l)* _ A*—IK*
Dunque y ¢ nel nucleo di T — K* se e solo se

r=AKr = AT A =ATK = AN A —K) =0 = ([ -T2=0
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perché A* & invertibile. Dunque ’affermazione prf 3 é equivalente a

beRange(I —T) <= b L Ker(I -T%)
da cui segue anche che Range (I — T')* ¢ chiuso. Resta da provare che

dimKer (I —T) = dimKer (I — T%)
da cui segue, usando prf 3, la prf 1. Sappiamo che
dimKer (I — K) = dimKer (I — K*) = dimKer (I — T)
perd Ker (I — K) non @ uguale al Ker (I — T, infatti
t=Kr < s =KA 'z =AA""2 = KA 'z «— A 'eKer(I-T)
cioe
Ker(I - K)=A"'Ker (I —T)

Essendo A invertibile, A conserva la dimensione dei sottospazi, e dunque si ottiene che i due nuclei
hanno la stessa dimensione.

Come complemento, si noti che lo stesso risultato vale per 'equazione aggiunta (I — T™)x = b,
dunque si ottiene che anche 'immagine di I — T™ & chiusa e quindi

H =Ker(I-T)@®Range (I-T7)

Per esercizio puoi provare a fare una istruttiva dimostrazione di questa decomposizione, partendo
da
H = Ker (I - K) @ Range (I - K7)

usando il fatto che
(v,y) = (A7 Az, A" A" ly) = (AA Az, A" 1y) = (Az, A" Ty)

e dunque z e y sono ortogonali se e solo se lo sono Az e A*y.

Nello studio dell’equazione delle onde e nella meccanica quantistica é essenziale studiare il

problema agli autovalori
Tx = Ax cioe A I-T)z =0

Il risultato perturbativo precedente si puo applicare a questa equazione solo se la perturba-
zione R ha norma pil piccola di A. Dunque se vogliamo usare il teorema dell’alternativa per
studiare il problema agli autovalori per ogni A\, dobbiamo considerare operatori che sono di
rango finito a meno di una perturbazione arbitrariamente piccola. Dobbiamo cioé¢ identifi-
care quali sono gli operatori che sono limite di operatori di rango finito, che risultano essere
un sottospazio piu largo dei soli operatori di rango finito.

Per farlo pero é necessario occuparsi della “compattezza debole” negli spazi di Hilbert.

9 Convergenza debole

L’estensione dei teoremi dell’alternativa a una classe di operatori piu ampia di quella degli
operatori di rango finito ¢ un argomento ha a che fare con la compattezza in spazi di Hilbert.
Osservo innanzi tutto che i chiusi e limitati in spazi di Hilbert infinito dimensionali non
sono compatti. L’esempio piu semplice ¢ quello costituito dalla successione di una base
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ortonormale: sono tutti vettori di norma 1, ma sono a due a due ortogonali, dunque ||e; —
en|| = V2 e la successione non pud convergere.

D’altra parte, se K ¢ un operatore di rango finito, I'immagine mediante K di un insieme
limitato é un limitato in un sottospazio finito dimensione e dunque é precompatto. Mostrero
che questa ¢ esattamente la proprieta conservata da operatori che sono limite di operatori di
rango finito.

Pero é piu semplice formulare questa parte di teoria in termini di successioni debolmente
convergenti: in termini fisici, si sposta lo sguardo dalla successione agli osservabili, cioé ai
prodotti scalari con altri vettori.

9.1 Definizione di convergenza debole

La successione f, converge debolmente a f e si indica con

fn—=f, = Vg€ H (g, fn) = (9, f)

Non ¢ difficile provare che il limite debole & unico, e che se f,, — f in norma, allora f, — f. Inoltre
in spazi di dimensione finita f,, — f se e sole se f,, — f in norma (lo si dimostri per esercizio). In
dimensione infinita I'’equivalenza ¢ falsa, come mostra questo esempio.

Sia {en }nen un sistema ortonormale infinito, allora

en — 0
infatti,
(€ns9) = gn — 0 perché > |gnl* < [lg]I?
n
per la disuguaglianza di Bessel. D’altra parte ||e,| = 1, dunque e, non converge a 0 in norma.

Chiamer0 spesso convergenza forte la convergenza in norma.

In analisi funzionale e nelle applicazioni la convergenza debole é utilissima perché i limitati di
uno spazio di Hilbert sono debolmente precompatti per successioni (chi é piu esperto di
analisi funzionale, puo confrontare questo risultato con la compattezza x*—debole dei limitati
in uno spazio di Banach, separabile e non.)

9.2 Compattezza debole dei limitati

Sia data una successione {f"},en limitata, cioe ||f™]| < C uniformemente in n. Allora esiste una
sottosuccessione debolmente convergente.

La prova é semplice se si utilizza la decomposizione in una base. Infatti, se e; sono i vettori di una
base, per ogni k fissato la successione n — (e, f™) ¢ limitata. In particolare lo & (e, f"), da cui
dunque posso estrarre una sottosequenza che converge a un numero zg. Procedendo estraendo da
questa sottosuccessione un’opportuna sottosuccessione (che indico ancora con f™), ottengo anche la
convergenza di (e, f™) — z1. Usando il consueto argomento diagonale, trovo un’unica sottosequenza
tale che, per ogni k

: n
Jm (e, f*) = 2

Sia ora g nello span di eg, ... en:
m
(9: ") = > Gk 2
k=0

inoltre

m —
> Gz

k=0

= lim| (g, /)| < Clgl
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Scegliendo per g il vettore » ;" zpey ottengo che

m

dlalP<c

k=0

per ogni m; dunque {z;}ren € l2 e quindi f = ), -y zrer € H. Dunque su ogni sottospazio finito
generato da vettori della base, la successione converge debolmente a f = >, zrey, (in realta converge
in norma, perché in spazi finito dimensionali la convergenza debole coincide con quella in norma).
Sia ora g € H e sia m tale che ||g — Phg|| < ¢, dove P, ¢ il proiettore su span{ey};" o:

(9, /") = (9, I < g = Pong, /" = )+ [(Bng, [ = HI < el N+ 1) + [(Prngs f7 = £)]

ma || f"|| & limitata da C e il secondo termine a m fissato converge a 0 in n. Dunque

(g’fn) — (g’f)'

9.3 Limitatezza delle successioni debolmente convergenti

E un po’ pitt complicato provare che le successioni debolmente convergenti sono limitate, mentre ¢
facile provare che
se f* — f allora || f|| < liminf | f"|
n—-+0o0o

Infatti
2 — : n < s n
£ = Tim (/7 £) < /] iminf |77

—+00

e dividendo per || f|| si ottiene la tesi.
Che || f™|| sia una successione limitata ¢ un’altra conseguenza del Lemma di Baire, e non verra qui
dimostrato.

9.4 Convergenza debole su sottospazi densi

Sia f™ limitata e supponiamo che

(g, f™) to(g, f)

per g € W, con W sottospazio denso di H. Allora f™ — f.
Infatti, sia g € H. Poiché W & denso, dato ¢ esiste g. € W tale che ||g — g-|| < . Dunque

(9, 1) = (9, NI < 19 = 9, [+ 1(9e, " = F)] < Ce + (9=, [ = [)]

e il secondo membro tende a 0 in n a € fissato. Dunque (g, f™) — (g, f).

9.5 Convergenza debole e basi ortonormali

Sia data una base ortonormale {ex}ren; usando le conclusioni del punto precedente, prova che
f* — f seesolo f* é limitata e

f,? — fi per ogni k € N.

In pratica, la convergenza debole & equivalente alla convergenza puntuale dei coeflicienti di Fourier,
assunta la limitatezza.

Come controesempio a questa equivalenza nel caso di non limitatezza della successione, considera

2n
fn: Z €;.

i=n+1
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Prova che per ogni e; vale (e, f*) — 0, d’altra parte calcola ||f"|| e mostra che diverge. Trova
g € H tale che (g, f™) non tende a 0.

9.6 (convergenza debole, convergenza forte)
Se f* — f e ¢g" — ¢ in norma, allora
(f",9") = (f,9)
Infatti
I(f*9") = (Lol <1 g" =l + I = Lol < 19" = gl + (" = £, 9)]
Il primo termine tende a 0 perché g" — ¢ in norma e || f"| & limitata, il secondo tende a 0 perché
fr=1r

Notare che se f* — f e g" — g non ¢ in generale vero che (f",¢") — (f,g). Per esempio e, — 0,
ma (en,e,) =1

9.7 Convergenza debole per oscillazione

Analogamente al caso lo(N), in I5(Z) e — 0 per k — +oo. Usando l'isometria tra L?((—n,7),C) e
Io(7Z), si ottiene che la successione e!** converge debolmente a 0 per k — +00. Questa asserzione é
evidentemente un caso particolare del Lemma di Rienmann-Lebesgue, perché equivale a

lim / f(x)e *dz =0

k—+oo

per f € L*((—m,m),C) (che implica f € L*((—m, ), C)).

9.8 Convergenza debole per concentrazione
Sia g positiva a supporto in (—M, M) e di integrale 1. Come noto,
g:(@) = 29(5) = 8(a)
e’te
nel senso delle distribuzioni; sia f. = /g.. Ovviamente ||f;|| 2 = 1, mentre
fe—=0pere —0

infatti se h & una funzione limitata,

1 M
(1) = 2 [ @) ValRde = V& [ he)gle) da
che tende a 0. Estendere a h € L(R).

9.9 Convergenza debole per traslazione all’infinito

Sia f € L?(R), e sia f,(x) = f(x —n) la sua traslazione a destra di n, che ne conserva la norma L?.
E facile mostrare che f,, — 0. Sia infatti g € L?(R). Poiché anche f ¢ il L?(R), dato ¢ > 0 esiste

M tale che
/ fP<ee / @ <e
|z|>M || >M

“+00

n/2
/R l9(@)] 1f(z — )| de = / l9(@)] 1z — )| + / 9(0)] £z — )|

—00 n

Sia oran > 2M
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Usando Cauchy-Schwartz, il primo termine risulta minore di ||g||z2(w) ||f||£2((—o0,—n/2)), il secondo
di || fll2®) 19122 ((n/2,400)): €ntrambi stimati da costante per € perché n/2 > M.

In pratica, la norma di f,(z) = f(x — n) si sposta verso +oo, e dunque, integrando f, contro una
funzione g di L? che ha norma concentrata al finito, si ottiene una quantita evanescente.

9.10 Convergenza debole in trasformata di Fourier

L’isometria data dalla trasformata di Fourier trasforma la convergenza debole per oscillazione (cioe
Rienmann-Lebesgue, vedi in convergenza debole per traslazione all’infinito e viceversa. Infatti,
se f € L*(R), )

F (" f (@) (\) = f(A = p).
Usando I'esempio precedente e che F, essendo un’isometria, porta successioni debolmente conver-
genti in successioni debolmente convergenti, se ne deduce che, per ogni g € L%(R);

li e dz =
[ e f@)g(z) de =0

Nota che f,g € L?(R) implica che il prodotto & in L!(R).

Puo essere utile rivedere alcuni degli esempi precedenti in termini di convergenza forte e
debole di operatori.

9.11 Definizione di convergenza forte e debole per operatori
Data la successione T;, € L(H) e T € L(H)

e T, converge in norma a T se ||T,, — T|| — 0

e T,, converge fortemente a T se, per ogni x € H, T,,x converge in norma a Tz, cioé || T,x —
Tz|| — 0

e T,, converge debolmente a T se T,,x — T cioé per ogni y € H (y, Tpx) — (y,Tx)

Osserva che T), converge debolmente a 1" se e solo se, per ogni f € H, la successione T, f converge
debolmente a T'f.

9.12 Convergenza forte di sequenze di proettori

Data una base, sia P, il proiettore su span{ey}r<, La successione P, converge fortemente all’iden-
tita, infatti dato x

|z = Poz)® =Y |ax|* = 0
k<n

perché ¢ il resto di una serie convergente (la serie & convergente per la disuguaglianza di Bessel).
Equivalentemente, I — P, che ¢ il proiettore ortogonale su span{eg}r>n+1, converge fortemente a
0. D’altra parte I — P, é il proiettore sull’ortogonale, dunque ha norma 1 e la convergenza non vale
in norma.

Questa analisi permette di scrivere l’identita

I:Zek®ek

keN

valida se {e}ren € un sistema ortonormale completo, dove la serie converge fortemente ma non in
norma.

9.13 Operatori di traslazione
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Sia S, € L(L*(R)) definito da
Suf(x) = f(z —p)

Alla luce dell’esempio ¢ immediato verificare che S, tende debolmente a 0 per u — +oo e
mostriamo che nel limite 1 — 400, tende debolmente a 0.

Usando l'isometria data dalla trasformata di Fourier, si ottiene che anche 'operatore di moltiplica-
zione

f - e f(2)

tende debolmente a 0.

Infine, sia S™ € L(¢3) l'iterato n-esimo dello shift a destra di un posto, cio¢ lo shift a destra di
n posti. Mostra per esercizio che S™, che conserva la norma /o, tende a 0 e debolmente ma non
fortemente, Considera ora il suo aggiunto S™* che ¢ lo shift a sinistra di n posti. Mostra che come
operatore ha norma 1, e che tende fortemente a 0, per la disuguaglianza di Bessel.

Torniamo alla convergenza debole di successioni.

9.14 Un esempio utile in /s

Come mostrato sopra, una successione di vettori ortonormali converge debolmente a 0. Generaliz-
ziamo questo esempio. Sia {ej}ren un sistema ortonormale, sia P, il proiettore su span{eg }r<n €
P il proiettore sull’ortogonale, che ¢ infinito-dimensionale. Sia f™ una successione limitata, cioe
/] < C, con f™ nell'ortogonale di span{eg }x<n, cioé Py f, = f,> Allora f* — 0. Infatti, 'ope-
ratore di proiezione P converge fortemente a 0, dunque data g € H, P.-g converge in norma a 0,
cioé ||Ptg| — 0. Quindi

(9, f) = (Pg, f)] < |Prgll 1F*] — 0

infatti la prima uguaglianza vale perché P f* = f", la seconda perché ||f"|| ¢ limitata.

10 Operatori compatti
Torniamo ai teoremi dell’alternativa.

10.1 Definizione di operatore compatto

Definizione: T & un operatore compatto se e solo se porta insiemi limitati in insiemi precompatti.
Prova che T' ¢ compatto se e solo se f,, — f implica T'f,, — T'f, cioe || T'f, — Tf|| — 0.

10.2 Proprieta degli operatori compatti

oc 1. se T & compatto e B ¢ limitato, allora T'B e BT sono compatti (per esercizio).
oc 2. Gli operatori di rango finito sono compatti (per esercizio).

oc 3. 1l sottospazio degli operatori compatti é chiuso, cioé se T;, — T' e T}, sono compatti, allora T'
& compatto.

oc 4. Il sottospazio degli operatori di rango finito é denso nel sottospazio degli operatori compatti,
cioé T & compatto se e solo se é limite di operatori di rango finito
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Proviamo oc 3: sia f, — f esia T, — T, con T,, compatti. Per ogni n ed m:

1T fo = THI < NIT = Tonll QFnll + 1A + 1T fro = T £

Per m abbastanza grande, || T —T,,]| ¢ piccolo, e a m fissato, essendo T,,, compatto, || T, fr—Tm f|| —
0 in n. Dunque ||T'f,, — T f|| va a zero e quindi 7" & compatto.

Se T, sono operatori di rango finito, e T;,, — T, allora T' é compatto per il punto precedente.
Proviamo il viceversa, cioé che per ogni T compatto, T & limite di operatori di rango finito.
Fissiamo una base e sia P, il proiettore su span{ey}}_, e P:- il proiettore sull’ortogonale. Sia
T, = TP,. Per costruzione T,, & di rango finito e T' — T}, = TP,LL. Supponiamo per assurdo che
|T — T,|| = ||TP:| non tenda a 0, dunque passando a una sottosequenza che indico ancora con
n, |TP-|| > ¢ > 0. Quindi esiste una successione f, di vettori di lunghezza 1 che posso prendere
nell’ortogonale a span{e}}_,, tali che

T foll = TPy fall > ¢

Ma come abbiamo dimostrato al punto [9.14] f,, — 0, e dunque, essendo T' compatto, ||Tf,| — 0,
che ¢ assurdo.

Come abbiamo dimostrato al punto[8.5) se un T'= K + R, K ¢ di rango finito e R ha norma
inferiore a 1, allora per T valgono i teoremi dell’alternativa. Questo é proprio il caso degli
operatori compatti.

10.3 Teorema dell’alternativa per operatori compatti

Se T & compatto, per I'operatore A\I — T, con A # 0, valgono i teoremi dell’alternativa.
Infatti, T si pud approssimare con precisione arbitraria con operatori di rango finito, dunque per
e < |A|, esiste R, di norma minore di ¢, e K. di rango finito tale che

AN —T=(\I-R.) - K.

con (AI — R.) invertibile. Procedendo come nel punto si dimostra la tesi.
Come corollario, si ottiene il risultato [8.5| anche per operatori compatti.

10.4 Piccole perturbazioni di operatori compatti

Sia K un operatore compatto, R un operatore con ||R|| < 1, T = R+ K. Per I'operatore I — T vale
il teorema dell’alternativa di Fredholm.

Premetto agli esempi di operatori compatti, qualche osservazioni sulla compattezza in /5.

10.5 Un compatto il ¢

Sia a > 0, e sia

W={felbl Y (I1+[kP)Ifl® < e < +oo}
k>0

W & un compatto di £5. Sia infatti f” una successione in W. Per ogni k,
(L4 PP < e

dunque per sottosequenze, f;' converge in n (va usato il solito argomento diagonale; continuo a
indicare con f" le varie sottosequenze); chiamo Z il limite. Per il lemma di Fatou:

D (4 (KPP 2] < Timinf Y (11 + [B*)|fp] < c
k>0 e k>0
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e dunque £ € W. Mostro che la convergenza & forte:

“ = 1+ k2> & 2c
> =P =) IR alP+ D) IR - sl < DI sl
1+ |k 1+m
k>0 k=0 k=m+1 k=0

Scegliendo m abbastanza grande, il secondo termine pud essere reso piccolo a piacere, mentre il
primo, a m fissato, tende a 0.

Come applicazione, osserva che se f € L?((—m, ), C) ¢ derivabile e la derivata & in L?, allora

> A+ P frl? < 400
keZ

Dunque avere derivata limitata in norma L? & una condizione sufficiente per la compattezza.

Generalizza questo esempio mostrando che se oy, € una successione positiva divergente, 'insieme

W ={f et (1+})|fel> <c}
k>0

é compatto.

A complemento di questo esempio, dimostra che linsieme {f € L2(R") : [(1+|z|?)|f(z)*dz < ¢}
non & compatto (costruisci un controesempio con le funzioni a supporto in D compatto di R™,
per le quali la limitatezza dell’integrale proposto non da nessuna informazione aggiuntiva oltre alla
limitatezza della norma).

10.6 Esempi di operatori compatti

Sia a una successione positiva divergente, e sia T : fo — {5
. 1 .
(Tfe=—"Te
07
Mostriamo che T ¢ compatto. Infatti se f" é limitata in norma da c,

Tf*e{gelsl D (I1+a)lgnl* < 2¢%)
k>0

che & un compatto di fo, come mostrato nell’esempio precedente. Dunque da Tf” si estrae una
sottosequenza fortemente convergente.

Anche gli operatori definiti da

. 1 .
(THr = — frt1
093
sono compatti, perché composizione di un operatore compatto e un operatore di shift, che € limitato.

10.7 Nuclei L2

Ricordo che se g;(x) ¢ una base per L*(Q) allora g;(x)g;(y) ¢ una base per L*(Q x Q) (vedi.
Sia dunque k(z,y) € L?(Q x Q). Per quanto detto sopra, k & il limite in L? di > ii<m €ii9i(2)g;(y)
per opportuni ¢;;. Dunque l'operatore associato a k ¢ limite di operatori di rango finito (verificare
per esercizio questa affermazione). Ne segue che & compatto.
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10.8 Nuclei /5(N x N)

Analogamente, sia k;; € l2(N?), cioe
Z ‘kij|2 < 40
ij

Allora 'operatore

(Kf)i = kijfj
i

& compatto, infatti se ne ottengono approssimazioni di rango finito troncando la serie, e il resto
tende a zero in £ per I'ipotesi di sommabilita dei coefficienti k;;. In dettaglio, sia P, l'operatore
di proiezione sulle prime m componenti, e sia K,, = K P,,, cioé l'operatore che ha come elementi di
matrice

kijX{j <m}

Ora
IK — Knl| = | K Py |

Dunque ¢ sufficiente provare che se k € 3(N?) allora ||KP;| — 0, per ottenere che K,, — K in
norma. Procediamo esplicitamente:

1/2
(KPyf)il < Z |kl | £5] < Z K| I£1
j>m+1 j>m+1
Quadrando e sommando in ¢, dividendo per || f|| e passando al sup su ||f|| = 1:
IKPnl < Y > [kl
j>m+14i>0

Ma la serie in j é convergente, dunque il suo resto Zj:ofn 41 tende a 0 in m, e questo prova la tesi.

10.9 Nuclei singolari

Sia  dominio limitato di R™, sia g(x,y) un nucleo regolare e limitato. Considera 'operatore
integrale

Kf@) = [ 9@Y) gy gy

|z —y|*
Mostra che il nucleo ¢ L? (e dunque K & continuo e compatto) se o < n/2.
Si puo provare che K é compatto per a < n. Cominciamo con il provare che & continuo:

1

w0 1T = y1|¥z — y2|*

K f(@) < g% /Q F)] 1 ()] dy dys.

Ora, poiché ab < (a? + b%)/2

2
K f@) < gll% /Q dy, LW / L

|z —y1|* Jo |z — y2|*

e il secondo integrale & limitato, uniformemente in x, da

1
/ 1 dys < e(diam Q)"
oz —yal®

con n — « > 0 per ipotesi. Inserendo questa stima nella disuguaglianza precedente e integrando in
z si ottiene la limitatezza di K.
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Per provare la compattezza di K per a < n, si procede in modo analogo, evitando accuratamente
di passare al quadrato nei nuclei... Sia M >0 e

x’
Kuf= y) y)af(il/) dy
{le—y|>1/M30 [T — Y

Poiché il nucleo &

xax—M>1mn§ﬁj@

che & limitato, e dunque in L?, Kjs é un operatore compatto. Mostriamo che tende in norma a K.

(K — Kum)f(z)] < ”g”oo/ /()]

{o—yl<1/Mn0 1T — y|*

Quadrando e usando che

)l 1)l < (1 )” + £ (y2)]%)/2

ottieni

(K — Ka) S @) < gl |

{o—y|<1/Mn0 [T — 11

1P _d
yl/

| o—yol<1/M |T = Y2|®
ma 'ultimo integrale ¢ pari a costante per 1/M"~“. Integrando in z ottieni
(K = Kan) fIIP < llgllooM 2] 112

dunque se n > « allora Kj; converge in norma a K, che quindi é compatto.

10.10 Operatori compatti in (5(Z)

Mostra che se ), ., |ax| = [|all¢, ¢ limitata, allora I'operatore

(A2)r =D arnén

heZ

& continuo (copia la dimostrazione della continuita degli operatori integrali dell’esempio [10.9)).
Mostra che A non ¢ compatto. Infatti, se e; = {x; }xez sono i vettori della base canonica, e; — 0
per i — +oo. D’altra parte (Ae;)r = ag—;, dunque ||Ae;||? = 3, |ak|®> = ||lalls, che & una costante
che non puo tendere a 0 per ¢ — +00

11 1l teorema spettrale per operatori compatti autoag-
giunti

Se T & compatto, per I'equazione (A\I — 7))z = b valgono i teoremi dell’alternativa. Questo
fatto permette di affrontare e risolvere il problema di trovare una base di H di autovettori
di T se T' é compatto e autoaggiunto.

Premetto qualche definizione.

11.1 Definizione di insieme risolvente

Sia T' € L(H) un operatore limitato. Sia A € C. Si chiama insieme risolvente 'insieme dei A per i
quali AT — T & biettivo (e dunque ha inverso continuo). In tal caso I'operatore Ry(T) = (A\I—T)~!
¢ detto operatore risolvente.
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Il nome risolvente per Ry(7T) & evidentemente dovuto al fatto che questo operatore risolve I'equazione
Af —Tf =b, per b assegnato.

11.2 Definizione di spettro
Si chiama spettro di 7" I'insieme
o(T) = C\p(T)

cioe A € o(T') se e solo se A\I — T non ¢ invertibile. Posso succedere tre cose:

e M1 — T non ¢ iniettivo; ma allora il suo nucleo é non banale, cioé ’equazione agli autovalori
T f = A\f ha soluzioni non banali. In tal caso A & un autovalore e f & un autovettore. L’insieme
degli autovalori ¢ detto spettro puntuale ed ¢ indicato con o,(T).

e MI—T ¢ iniettivo ma non suriettivo, Range (\I—T') & denso in H ma (AI—-T)~! (che esiste)
non ¢ limitato. In tal caso si dice che A appartiene allo spettro continuo o¢(7).

e M1 —T & iniettivo ma non suriettivo, e Range (A\I —T") non ¢ denso. In tal caso si dice che A
appartiene allo spettro residuo or(7).

11.3 Lo spettro dello shift

L’operatore S € f¢ di shift a destra ha uno spettro abbastanza facile da determinare. Intanto &
evidente che ’equazione agli autovalori Sf = Af ha solo la soluzione nulla per qualunque A, dunque
S non ha spettro puntuale. D’altra parte, se |A| > 1 allora A & nel risolvente, perché l'operatore si

inverte mediante la serie di Neumann, infatti ||S] = 1.
Considero ora l'aggiunto S*. E facile provare che ogni A con |A| < 1 & nello spettro puntale: il
corrispondente autovettore & {\*}.en € fo, e la serie dei quadrati ¢ convergente. Poiché ||S*|| = 1,

i A di modulo maggiore di uno sono nel risolvente. Poiché lo spettro ¢ chiuso, ne segue che anche il
bordo della palla unitaria deve essere nello spettro di S*. Poiché lo spettro puntale di S & vuoto, il
bordo della palla unitaria & lo spettro continuo di S*.

Dunque, poiché

{3 = Ker (A\I — S*) @ Range (A1 — 9)

ne segue che Range (A\I — S) non ¢ denso in ¢ se |A| < 1, e dunque A < 1 sono tutti valori nello
spettro residuo di S.

Poiché lo spettro é chiuso, anche il bordo della palla unitaria ¢ nello spettro, e, poiché se A ha
modulo 1 il kernel di A — S & vuoto, si tratta dello spettro continuo di S.

Per esercizio, si provi a mano la non invertibilita di A — S e A — S*, nel caso |A\| = 1.

11.4 Lo spettro degli operatori di moltiplicazione

Sia g una funzione reale continua limitata e non costante e sia (Myf) = g(z)f(x) I'operatore di
moltiplicazione associato, che dunque é autoaggiunto.

Se A ¢ nell'immagine della funzione g, allora A ¢ nello spettro di M, perché Af — M, f = b dovrebbe
essere risolta da f(x) = b(x)/(A — g()) che non ¢ in L?. Lo spettro puntuale & pero vuoto, dunque
A — M, ¢ sempre iniettivo e I'immagine ¢ sempre densa. D’altra parte, se A non ¢ nell'immagine
di g l'operatore & invertibile.

In conclusione, lo spettro di M, coincide con lo spettro continuo, ed é I'intervallo reale tra il minimo
e il massimo di g(z).

11.5 Proprieta del risolvente
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e p(T) ¢ non vuoto ed & aperto. Infatti, se |A| > ||T||, Uoperatore AI — T ¢é invertito dalla sua
serie di Neumann:

AT=T)=A"1>"T"/A"

keN

che converge perché ||T/A|| < 1. Tl risolvente ¢ aperto perché se Ao & nel risolvente, posso
scrivere

AL—T =XI-T— (- NI
Poiché esiste Ry, (1), posso scrivere

AL =T = (I— (Ao — A) (R (1)) (B (T))

I—(Xo—NRy(T)
é invertibile se Ag — A & sufficientemente piccolo.

e La funzione p(T)) 3 A\ — R\(T) € L(H) ¢ analitica, nel senso che ¢ sviluppabile in serie di
potenze intorno a ogni Ao € p(7T'). Infatti, segue dal punto precedente che

AI=T)"' = (Ao — N Ry (1)
keN

In particolare, date f,g € H, la funzione
p(T) > A= (f,Rx(T)g) € C

¢ una funzione olomorfa (cio¢ analitica complessa) da un aperto di C in C, perché sviluppabile
in serie di potenze intorno a ogni punto del dominio.

e lo spettro ¢ chiuso ed & contenuto in {A: |A| < ||T||}, come segue dal punto precedente.

e Lo spettro ¢ non vuoto. Infatti se o(T) = (), p(T) = C, ma allora per ogni f,g € H la funzione
A — (f, R\(T)g) sarebbe una funzione intera, cioé¢ da C in C. D’altra parte, per [A\| > ||T||,

IBA(DI < I AITI/IADY = 1/(A = IT])
keN

che tende a 0 per |\ — 400 (non é strano: per |\ grande A\I — T' ¢ praticamente A1, il
cui inverso & I/A). Ma allora la funzione A — (f, R\(T)g) & intera e limitata, dunque per il
teorema di Liouville & costante, e poiché tende a 0 all’infinito é proprio nulla. Ne seguirebbe
che R)(T) dovrebbe essere 'operatore nullo, assurdo in quanto invertibile.

e Per ogni Ae u, R\(T) e R,(T) commutano, e vale 'identita del risolvente:
RA(T) = Ru(T) = (— NRAR,
Questa uguaglianza é la versione operatoriale dell’identita

1 1 p—t— A+t = A

At p—t - A=)=1)  A=u—1)
Infatti, essendo I = Ry\(T)(AI-T) = (uI-T)R,(T),

RA(T) = Ru(T) = RA(T) (I T)Ry(T) — RA(T)AL = T)R,(T) = (11 — \)RA(T)R,(T)
da cui segue la commutativia, infatti
(b= XNBA(T)R,W(T) = =(Ru(T) — RA(T)) = =(A = ) Ru(T)RA(T)

e dividendo per A — i si ha la tesi.

48



Nel caso di operatori compatti autoaggiunti, la teoria degli autovalori é simile a quella del caso
finito-dimensionale. Iniziamo pero con una proposizione generale che riguarda gli operatori
autoaggiunti.

11.6 Forma quadratica associata a T

Se T' & autoaggiunto, la sua norma operatoriale coincide con ’estremo superiore sulla sfera unitaria
della forma quadratica associata, cioé

sup [(f,TH) = [IT]|
=1

Lo dimostro. Sia v = sup s = |(f,Tf)]; & immediato che v < |T||. Dimostro il viceversa: per
cominciare

(f+9,T(f+9)—(f—9T(f—-9)=29Tf)+2(f,Tg) =2(9,Tf) +2(Tf,9)

Il membro di sinistra ¢ stimato in modulo da

V(I + gl +11F = gl*) = 2411 + llgll*)

Sia ora || f|| =1, e sia g =T f/||Tf]|, che dunque ¢ di modulo 1. Tl membro di destra diventa
2|T [l + 2T

Quindi:
AT < 29112 + [lgll?) = 47

Passando al sup su f di modulo 1, si ottiene

T = sup |(f,Tf)]
Ifll=1

11.7 Autovalori e forme quadratiche

Se T' ¢ un operatore simmetrico, la forma quadratica (f,Tf) & reale per ogni f, infatti

(£, TF)=(Tf f)=(f.T)

Nel caso finito dimensionale, ¢ semplice mostrare che i punti stazionari di (f,7f) su sfera unitaria
| £]I? sono esattamente gli autovettori di f di norma 1. Infatti, consideriamo i punti stazionari della
forma quadratica vincolata

dove A ¢ il moltiplicatore di Lagrange. Derivando in f, si ottiene la condizione di stazionarieta:
2Tf =2 Af =0cioe Tf = Af
Dunque f & autovettore, e il moltiplicatore di Lagrange ¢ un autovalore.

Questa fatto vale anche per operatori compatti autoaggiunti, come seguird dal teorema spettrale.
Qui dimostro il seguente caso particolare. Sia

M= sup (f,Tf), e m= inf (f,Tf)
I£ll=1 lrll=1

Se M > 0 allora M ¢é autovalore, e il sup é raggiunto sui corrispondenti autovettori; se m < 0 allora
m & autovalore, e I'inf & raggiunto sui corrispondenti autovettori. In particolare, ricordando che se
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T' & autoaggiunto allora ||T'|| = supys=1 [(f, T'f)|, ne segue che o M = [|T'|| o m = —||T||, dunque o
IT|| o —||T|| ¢ autovalore di T'.

Dimostro che se M > 0 allora M & autovalore (il caso m < 0 si dimostra con la stessa tecnica). Per
definizione, esiste una sequenza { fi }ren con || fx|| = 1, tale che

M = lim (f,Tfr)

k—4o00
Per limitatezza, f — f per sottosequenze, con ||f|| < liminfg 1 || fx]| = 1. Poiché T' & compatto,
T fr — Tf in norma, e dunque

k—4o0

La norma di || f|| deve essere 1, in caso contrario:

/LT = MAIFIP > M

e dunque M non sarebbe il sup. Sia ora ||g|| = 1, e consideriamo la funzione
[f+ag,T(f+ag
sy & (/ +g)
If + gl

Poiché T ¢ autoaggiunto, ¢(a) ¢ reale, e per |a] < 1 & ben definita, infatti

1f +agll > [[[fI| = lagl | =1 = |
Poiché ¢(0) = M e ¢(a) < M per |a| < 1, deve essere ¢'(0) = 0. Calcolo ¢/(0):

ga . (f +ag,T(f +ag)) = (9,Tf) + (f, Tg) = 2Re(g, T f)
0| (T+ag.f+ag) = (9.0) + (f0) = 2Re(s. )
a=0

Dunque
0=¢/(0) = 2Re(g,Tf) — 2Re(g, f)(f, Tf) = 2(Re(g,Tf) — MRe(g, f))

Sostituendo ig a g si ottiene
0=2(Zm(g,Tf) — MIm(g,f))

Sommando le due espressioni, e dividendo per due, concludo che

(9,Tf) — M(g,f) =0 cioé (g,(Tf —Mf)) =0

Per I'arbitrarieta di g, segue che T'f = M f, cioé M ¢é autovalore.

11.8 Raggio spettrale per un operatore compatto autoaggiunto

Si definisce raggio spettrale il numero

r(T) = sup |\
Aeo(T)

Naturalmente r(7') < ||T||, perché se |A| > ||T'|| allora A € p(T"). Se T & compatto e autoaggiunto,
o [|T|| o —||T|| & un autovalore di T, dunque r(T') = ||T||.

11.9 Lo spettro di un operatore compatto autoaggiunto

Se T' & compatto autoaggiunto, per ogni A # 0 per I'operatore AI—T vale il teorema dell’alternativa,
dunque o A ¢ nel risolvente, o A ¢ un autovalore e ’autospazio Ker (AI — T') ha dimensione finita.
Cosi come in dimensione finita, & semplice provare le due seguenti affermazioni
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e gli autovalori sono reali: infatti se Tf = Af allora \||f||> = (f,Tf) = (Tf, f) = A||f||? da cui
A=\

eseTf=AeTg=pugcon \# e fegnon banali, allora (f,g) = 0. Infatti, moltiplicano
la prima uguaglianza per g si ha

Mg, f) = (9,Tf) =Ty, f) = (g, f)
Se X\ # u, deve essere (g, f)
Dunque lo spettro di 7', ad esclusione dello 0, & fatto da autovalori che sono al pit numerabili (se
cosi non fosse, lo spazio H, ammetterebbe un sistema non numerabile di vettori ortonormali, in
contrasto con la separabilita).

Inoltre, gli autovalori possono accumulare solo in 0. Considera una (sotto) successione di autovalori
distinti A\, e sia eg un autovettore di norma 1, di autovalore \g, cioé

Tek = )\kek

Essendo una sequenza ortonormale, e, — 0. Per compattezza di T, T'e;, — 0 in norma. Ma allora
|Ak| = || Tek|| — 0, dunque la (sotto) successione converge a 0.

Resta da interrogarsi sul ruolo di 0. Se 0 non é un autovalore, poiché T' & autoaggiunto,

H =KerT ® RangeT = Range T

Cioé RangeT & denso. Mostriamo che non puo essere tutto H, cioé che T non puo essere invertibile.
Se lo fosse, sia {ep}ren un sistema ortonormale e sia fi tale che fr = T le,. Per continuita
dellinverso, || f|| < |77/, dunque per sottosequenze f; — f. Per compattezza di T, e, = T'fr —
Tf in norma, ma questo & impossibile perché i vettori e; sono ortonormali e dunque non possono
convergere fortemente.

In conclusione, se 0 non é un autovalore, allora 0 € o.(T).

11.10 Il teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti
Sia M il sottospazio di H
M= @ Ker(\-T)
Aeop(T)
Ricordo che & una somma al pitt numerabile di sottospazi finito dimensionali (a parte eventualmente
Ker T che pud essere infinito), e la somma ¢ diretta perché i sottospazi sono a due a due ortogonali.
Mostriamo che M ¢é tutto H. Supponiamo per assurdo che M~ sia un sottospazio (chiuso) non

vuoto di H. L’operatore T ristretto a M~ ha immagine in M, in quanto autoaggiunto. Infatti, se
f é ortogonale a Ker A\I —T', con X\ # 0, allora

(f,g) =0perognig: Tg=\g

Ne segue
(Tf.g) = (f,Tg) = A(f,g) =0 per ogni g € Ker (A\I-T)

cioé T mappa lortogonale al Ker (A\I — T') in sé. Infine, poiché T' ¢ autoaggiunto,
H =KerT & RangeT

cioé RangeT' é¢ comunque nell’ortogonale al nucleo.
D’altra parte, T ristretto a M1 ¢ autoaggiunto, dunque ha almeno un autovalore di modulo pari
alla sua norma. Ma questo € assurdo perché Mrt ¢ ortogonale allo spazio di tutti gli autovettori.
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Esercizio 5. Dimensione finita del nucleo

La dimostrazione dei teoremi dell’alternativa per A\ =T con A # 0, usa l'approssimazione con
operatori di rango finito, e dunque si ottiene immediatamente che la dimensione Ker (AT —1T') ¢
finita.
D’altra parte & anche una facile conseguenza della definizione di operatore compatto. Sia dunque T°
compatto, e supponi che Ker (AI — T) & non banale per un qualche A # 0, prova che ha dimensione
finita.

Esercizio 6. Stazionarieta degli autovettori

Sia T' compatto autoaggiunto, e sia {ej }ren una base ortonormale di autovettori per 7. Allora

Tf=>> Afrex
k

Prova ’a mano’ che ||T|| = maxy [\g| (questo fatto ¢ gid stato mostrato a proposito del raggio
spettrale degli operatori compatti autoaggiunti).
Nella base,

(£, TH) =D Ml il
k
Prova che per ogni k, e;, ¢ un punto stazionario per la forma quadratica, vincolata a || f||* = 1.

11.11 11 risolvente di un operatore compatto autoaggiunto
Sia T' compatto autoaggiunto, e sia {ej}ren la base di autovettori in cui si decompone:

TZZ)\kek®€k
k

(mostra che la serie convergenza in norma). Sia A € p(T'), e consideriamo 'equazione seguente, con
b assegnato:
A —Tf=b

Moltiplicandola scalarmente per e, si ottiene

Afi = NS = bi
che é risolta da R R

Jie = b/ (A = k)

Poiché se A € p(T') allora A ha distanza finita dallo spettro puntuale, il denominatore ¢ in modulo
maggiore di una costante, dunque si puo scrivere

1
RA(T) = Z)\_)\kek@)@k
P

In questo caso la serie converge in senso forte, perche |\ — A\gx| > 0 > 0 per un qualche ¢, ma la
convergenza non ¢ in norma perché 1/|A — x| non va a 0 in k.

Osserva che se ¢ : R — R ¢ continua, si puo definire 'operatore

T) = d(A\)er @ ex
k

(mostra che in effetti la serie converge in senso forte). Questa possibilita & uno degli scopi dell’analisi
spettrale, che si estende agli operatori autoaggiunti (ma compare lo spettro continuo) e ad alcuni
operatori illimitati (vedi [RS] capitoli VII e VIII).
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11.12 Spettro di un operatore compatto

Se T & compatto ma non & autoaggiunto, non vale il teorema spettrale. Pero restano vere le seguenti
affermazioni

e Se A#0, A€ p(T) o XAeo,(T).
e 0 ¢ nello spettro (cioé T non & invertibile).

e Se A\ # 0 & un autovalore, allora é un autovalore isolato, cioé non & punto di accumulazione
per (7).

La dimostrazione nel caso autoaggiunto sfrutta il fatto che se v & una sequenza di vettori di norma
uno, con Twv = Avg, e i Ax sono distinti, allora vy — 0, perché sono un sistema ortonormale, e
dunque per compattezza di T, Tvy, — 0, da cui Ay = (vg, \gvg) = (vg, Tvg) — 0.

Anche nel caso autoaggiunto vy — 0. Infatti, la dimensione del nucleo di T'— AiI é uguale alla
dimensione del nucleo dell’aggiunto T* — A, che dunque ¢ non vuoto. Inoltre, se T*w, = A\ywnp,
allora

A (Wn, V) = (Wn, Agor) = (wn, Tog) = (T wn, vi) = (AnWn, Vi) = An(Wn, vg)

da cui segue che (wp,vg) = 0 se Ay, # A Sia M il sottospazio generato dagli autovettori w; di T
di autovalori \;, con i < k. Poiché gli autovalori sono distinti, M} 1 contiene strettamente Mj,. I
vettore vy & ortogonale a Mj_1, dunque, procedendo come nell’esempio , vg — 0 (per provarlo,
mostra che esiste un sistema ortonormale z;, tale che My, & generato da {z}F_,, etc...).

11.13 Operatori di Hilbert-Schmidt

T ¢ un operatore di Hilbert-Schmidt se per una qualche base {ex }ren,

tr T°T =Y (T*Tep,ex) = > _ || Tex|* + o0
k k

Nota che questo numero ¢ la traccia della matrice infinita associata a T*T.
Sia U un operatore unitario, mostra che tr U*AU = tr A. Oppure, equivalentemente, mostra che
la traccia di un operatore non dipende dalla base scelta.

Mostra che T' € £(L?()) ¢ di Hilbert-Schmidt se e solo se & un operatore integrale con nucleo in
L?.
Mostra che T autoaggiunto & di Hilbert-Schmidt se e solo se

>l < 4o

Aeop(T)

11.14 Operatori diagonali

Sia T un operatore diagonale in una base {ey }ren, cioe

Tep = A\ex
e supponi che i A siano reali (nota che T' & dunque un operatore di moltiplicazione).
Mostra che T' ¢ limitato se e solo se supy |\g| € finito, e che

I} = sup |l
ke
Mostra che T' ¢ autoaggiunto.
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Mostra che se dim Ker (A I — T') & finita per ogni k con A\;, # 0, e 0 & 'unico punto di accumulazione
dei A\x non nulli, allora 7' & compatto. Suggerimento: riscrivi T come

T = Z)\nPn

dove i A, sono distinti, e P, & il proiettore sul sottospazio finito dimensionale di autovalore \,.
Concludi mostrando che se A\, — 0 (0 se sono in numero finito), allora 7' & limite di operatori di
rango finito e dunque compatto.

Nota che non € necessaria nessuna ipotesi sulla sommabilita degli autovalori; in particolare esistono
operatori compatti che non sono di Hilbert-Schmidt.

12 Complementi ed esercizi

Esercizio 7.
Sia T' € L(¢3(N)) definito da

o~ St
(Tf)k—7k+l

Mostra che ¢ continuo e calcolane la norma. Determina T%. Mostra che T é compatto. Prova a
descrivere insieme risolvente e spettro di 1" e T™.

Esercizio 8. T"/|T||"

Sia T' compatto autoaggiunto, mostra che
TTL
[

converge in norma operatoriale a un proiettore Pys. Identifica il sottospazio M lasciato fisso da Pjy.

Ordinando gli autovalori di T" in modo decrescente,

Tf=> frleer
k

con [Ag| > |A\1. Assumo per ora che |A1| < |\g], e definisco M = Ker \gI — T'. Allora ||T|| = || e

™ Ao
——f—=Puf=> “Efie
R 2
da cui o A\
Iz~ Pud]| < (54
H 1" Aol
e quindi
17" /1T = Pall — 0.
Se invece |A1| = |Ag| definisco

M =Ker(AMI-T)® Ker(MI-T)

e procedo come sopra, notando che
[ A2 < [A1] = [Ao]

Il fatto che gli autovalori possano essere ordinati per modulo decrescente & conseguenza del fatto che
I'unico punto di accumulazione possibile ¢ 0. In particolare, per un operatore compatto autoaggiunto
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c’¢ il gap spettrale, cioé una differenza finita tra ’autovalore di massimo modulo e tutti gli altri
(tranne nel caso particolare in cui A\g e —\g siano entrambi autovalori, ma anche in questo caso tutti
gli altri sono separati da |\gl).

Esercizio 9.
Sia T' € L(¢5(Z;C)) definito da
(TF)k = fror1 + foe1 — 2
Mostra che é limitato e autoaggiunto, ma che non & compatto.
Trova il suo spettro, usando 'isometria con L?((—m,m); C) data dalla serie di Fourier:

f—{fr}rez con fr = /7r ek f(z) dw

s

Esercizio 10.

La definizione di risolvente e di spettro si pud dare anche per operatori illimitati definiti su sottospazi
densi. Considera I'operatore 02 definito da Seo in sé (Seo ¢ il sottospazio di L%(R) delle funzioni
a decrescenza rapida). Usando lisometria data dalla trasformata di Fourier, trova il risolvente e lo
spettro.

Esercizio 11.

Sia T unitario, cioé T* = T~1. Mostra che lo spettro & contenuto nella circonferenza unitaria di C
(per farlo usa che T e T~! hanno norma uno per provare che il risolvente ¢ fuori dalla circonferenza
unitaria).

Mostra che se |A\| =1, Tf = Af se e solo se T*f = \f, e dunque i due kernel coincidono.

Come conseguenza, prova che T non ha spettro residuo,

Mostra inoltre che Range (A\I — T') & chiuso se e solo se Range (AI — T*) ¢ chiuso, dunque sia lo
spettro che il risolvente sono invarianti per coniugazione.

Esercizio 12.
Sia a reale e positivo, e sia
Ty : f(z) = ' f(z)
Mostra che T, é unitario in L?((—m,7); C). Determina il suo spettro al variare di a. Mostra che se
a ¢ diverso da zero, lo spettro coincide con lo spettro continuo.

Esercizio 13.
La trasformata di Fourier F ¢ un operatore unitario. Mostra che F2f(z) = f(—x), e dunque che
Fi=1
Deduci da questo fatto che i soli autovalori possibili sono +1 e +i.
Mostra che se Ff = +£1f o Ff = 4if allora f ha una determinata parita, quale?
Mostra che ’esponenziale e~"/2 ¢ un’autofunzione di autovalore 1. Nota che
d" e—y2/2 _ (_1>n/ e—ixyxne—xQ/Q.
dy™ R
Mostra che il sottospazio V;, = {p(:c)efx2/2|p polinomi di grado n}, & invariante per F. Ridefinisci
i polinomi di Hermite come

]:In(x) = (3_9”2/2£e_””62/2

dzn
Nota che H,(z) = (—1)"2™... deduci che per ogni n ¢’¢ un autofunzione di autovalore i"”, della
forma H, + ....., e che queste autofunzioni sono ortogonali. In questo modo, costruisci un sistema
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ortonormale di autofunzioni, che & completo per la completezza dei polinomi di Hermite. Usa questa,
base per mostrare che lo spettro di F coincide con lo spettro puntuale, che é fatto dalle radici quarte
dell’unita.

Esercizio 14.
Sia T € L%((0,1)) dato da

Tf(x) = /0 " f()dy

Mostra che ¢ limitato e che ¢ compatto. Determina il suo aggiunto. Trova lo spettro.

Esercizio 15.
Sia T € L?((—1,1)) dato da

Tf(z) = /|| £(y) dy

Mostra che ¢ limitato e che ¢ compatto. Determina il suo aggiunto. Trova kernel e spettro.

Esercizio 16.

Sia g(z,y) limitata in [0,1]? e considera Poperatore integrale di Volterra.

€T
Tf(x) = / 9(@,y)f(y)dy
0
Mostra che € limitato e che & compatto. Trova lo spettro, e deduci che 7' non pud essere autoaggiunto.

Esercizio 17.
Sia T € £2([0, 1]) 'operatore integrale

1
71@) = [ @+ Iy
Mostra che é di rango finito, che & autoaggiunto, e trovane lo spettro.

Esercizio 18.
Sia T € £2([0, 1]) 'operatore integrale

+oo
Tfa)= [ e )y
0
Mostra che é di rango finito, che & autoaggiunto, e trovane lo spettro.

Esercizio 19.

Sia A C e Q dominio di R, e sia P4 Toperatore di moltiplicazione
PAf(z) = X{z € A}f(x)

Mostra che P4 & un proiettore, cioé che & autoaggiunto e PA% = PA. Trova il sottospazio chiuso
M di L*(Q) tale che P4 ¢ il proiettore su M.

Mostra in generale che se P ¢ autoaggiunto e P2 = P, allora M = (Ker P)*, che ¢ uno spazio
chiuso, & invariante per P e che P proietta su M.

(preso dalle dispense di Pulvirenti)
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Esercizio 20.

Considera la seguente famiglia di operatori in L?(R):

e~
Aunf(z) = /R mf(y) dy

Discutine limitatezza e compattezza al variare di a € [0, +00). Discuti in quale senso A, converge
a AO

Considera la famiglia di operatori
oo’
Aaf(z) = /R mf(y) dy
Discutine limitatezza e compattezza al variare di « € [0, +00).
(riadattamento di esercizio preso dalle dispense di Pulvirenti)

Esercizio 21.

Considera g € L?(R) e considera la successione

67

gn(x) = ng(nzx)

Discuti il suo limite per n — +oo al variare di a.

Considera la successione di operatori T}, € £(L?(R)) definiti da
Tng(x) = n®g(nx)

Discuti la convergenza di Tp,.

(riadattamento di esercizio preso dalle dispense di Pulvirenti)

Esercizio 22.

Considera le due successioni di operatori integrali in £(L?(R)

z4nf(w)=:/ge”@’ijKy)dy

1
B =1 —_— d
) = 1o [ s )
Mostra che sono tutti operatori continui e discuti il loro limite per n — +oc.
(riadattamento di esercizio preso dalle dispense di Pulvirenti)
Esercizio 23.
Considera i seguenti insiemi in ¢2(N):
Bi={fety: |fil <1/[k]* VE}
By={feta: |ful <1//Ik| VE}
Bs=Byn{fety: |If| <1}

Discuti la loro compattezza.
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Sia ap una successione monotona crescente e divergente. Discuti la compattezza dell’insieme

Ba={f€tly: |fi| <1/ay Vk}

(riadattamento di esercizio preso dalle dispense di Pulvirenti)

Esercizio 24. Realta dello spettro di un operatore autoaggiunto

Sia A autoaggiunto, dimostra che il suo spettro & reale (affermazione semplice per lo spettro
puntuale), dimostrando i seguenti punti.

e 0(A) C R per ogni operatore autoaggiunto A se e solo se i € p(A) per ogni operatore
autoaggiunto A.

o A+ = AP +1
e Range (A +1iI) & chiuso
o Ker(A+iI) = {0}

o icp(A)

Mostra anche che ||(A+iI)7} < 1.

Esercizio 25. Operatori positivi
Sia A autoaggiunto e sia (f, Af) > 0 per ogni f € H. Mostra che o(A) C [0, +00).

Come conseguenza, se a > 0, —a € p(A), cioé A+ a1 ¢ invertibile. Dai una stima di ||(4 4+ aI)™!|.

Aggiungi I'ulteriore ipotesi che A sia coercivo, cioé che esista a > 0 tale che (f, Af) > o f||*
Prova che o(A) C [a,+00). Come conseguenza, prova che un operatore coercivo autoaggiunto &
invertibile.

Esercizio 26.

Considera i seguenti operatori in L?(R):

Ty f(x) = f(~x)
Tof(x) = sgn(@) ()
Tyf(x) = f(j])

Tof () = —1(5)

Mostra se sono autoaggiunti o se sono unitari. Calcola la norma. Trova gli autovettori, lo spettro e
il risolvente.

Esercizio 27.

Qualche equazione di Volterra é risolubile esplicitamente. Sia

F@) = [ costa =) ) dy = sina

Mostra che
f" =M+ f =2sinx
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Trovane la soluzione usando la formula di Duhamel. Pit rapidamente, puoi cercare una soluzione
particolare come combinazione di sinz e cosz, in accordo al principio che il sottospazio generato &
invariante per operatori differenziali a coefficienti costanti (nota pero che per A = 0 sei in risonanza,
e dunque devi moltiplicare per il termine secolare). Il dato iniziale lo trovi usando '’equazione di
partenza e la sua derivata.

Ancora piu semplice ¢ la risoluzione dell’equazione

€T
f@ =x [ ) = gla)
0
In questo caso é sufficiente derivare una sola volta per ottenere una EDO.

Esercizio 28.

Sia T un funzionale coercivo, cio¢ esiste ¢ tale che
[Tz < ¢l
Prova che:
e T' & iniettivo
e RangeT & chiuso.
e T'non é compatto

e se T ¢ anche autoaggiunto allora T' é invertibile.

Esercizio 29.
Sia T' € L(¢3) dato da

Equivalentemente, considera T" dato da

T= Z(l —e Mep@ep

keN
Mostra che ¢ limitato, trova ||T’||, trova lo spettro.

Generalizza questo esercizio al caso

T = E ager R e
keN

con ay limitata e reale. Ci sono differenze nel caso aj complessi?

Esercizio 30.

Sia T autoaggiunto. Prova che o(T?) = {)\?: X € o(T)}.

Questo fatto si generalizza al caso di polinomi. Se p(x) & un polinomio, ’operatore p(T") ha come
spettro I'immagine di p(o(7")). Un opportuno teorema spettrale per operatori autoaggiunti permette
di estendere la costruzione dell’operatore f(7') al caso in cui f(7') ¢ una funzione continua f : o(7') —

C. Inoltre o(f(T)) = f(a(T)).

Nel caso di operatori compatti, decomponendo T'= >, A\yex ® ey, si ottiene banalmente

FT) =" fMeler ® ek
p

59



e l'unica richiesta su f(z) é che sia limitata e continua in 0 (nel caso di autovalori numerabili).

Esercizio 31.

Sia P il proiettore sul sottospazio chiuso M. Trova il suo spettro.

13 L’equazione di Poisson in [a, 0]

La teoria svolta in questa sezione ha scopi puramente didattici, perché sia la serie di Fourier
che il metodo della funzione di Green ci dicono tutto sulle soluzioni di «” = —f in un inter-
vallo [a,b]. D’altra parte la semplicita di questo caso rende possibile introdurre facilmente
gli strumenti pin sofisticati che saranno necessari per il caso in dimensioni piu alte. Daro
comunque le definizioni principali direttamente in R".

Richiamo alcune definizioni che riguardano gli spazi di Sobolev. Come gia fatto introducendo
le distribuzioni, allarghiamo la nozione di derivata definendola attraverso ’effetto che ha
sulle funzioni test. Indichero con D(2) le funzioni C*°(Q2) a supporto compatto in Q (ricordo
che © & aperto, dunque il supporto non tocca il bordo). Sia f una funzione regolare definita
su €2, e sia w € D(2) un campo vettoriale. Per il teorema della divergenza

/QVf~w:—/QfV-w

Nota che il termine di bordo & zero perché w ha supporto compatto in Q. Se Vf ¢ in L?()
allora

\/va-w' < IV A1 Iwl

Dunque l'esistenza del gradiente di f permette di integrare il prodotto tra f e la divergen-
za di un campo regolare, stimando il risultato con la norma del campo. Usando questa
osservazione, diamo la definizione di gradiente debole. Sia f € L?*(€). Diremo che f ha
gradiente debole in L?*(() se esiste una funzione vettoriale u tale che, per ogni campo

vettoriale w € D(2) vale
—/ fV.-w= / u-w
Q Q

Se esiste, il gradiente debole di f € unico, e, se f € regolare, ovviamente u = V f.

Si chiama spazio di Sobolev H' lo spazio delle funzioni v € L?*(f2) con gradiente debole
Vu € L*(Q). 1l prodotto scalare su H' ¢

(u,v) g1 = (u,v) 2 + (Vu, Vo) 2

dove, naturalmente
(Vu, Vo) = / Vu - V.
Q
Si dimostra che H! é effettivamente uno spazio di Hilbert, e che
o= = H'

cioé¢ H' coincide con la chiusura topologica delle funzioni C*°(f2) rispetto alla norma H'.
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13.1 H'(a,b)
Lo spazio H'(a, b) ¢ lo spazio delle funzioni quadro sommabili con derivata debole quadro sommabile.

Dimostro che avere la derivata in L? da anche regolarita puntale alla funzione.
Sia f € C®(a,b) e ||f|| + H' < 4+o00. Indico con L la lunghezza dellintervallo L = b — a.

1.
Yy
@) - f)l < [ 1£1< V=3l
x
e dunque f si estende per continuita agli estremi dell’intervallo e la stima vale anche per a e b.

2. Siamy = 1/Lfabf la media di f.

I 1
mye| < — < —
msl < 7 [ 1< <=1

3. Poiché f ¢ continua in [a, b], esiste un punto Z tale che my = Z. Dunque,
[f(@) —msl < VL] /)

4. Usando i punti precedenti

@) < (@) —my| +mg| < VLI +I1F1/VE

Queste affermazioni valgono anche per f € H!, per densita. Infatti, se f € H' esiste f,, € C*(a,b)
che converge a f in norma H', dunque || f,||z: < c. Dalle stime precedenti segue che f,, sono equi-
limitate e equi-hdlderiane, dunque per Ascoli-Arzeld ogni sottosequenza di f,, ha una sottosequenza
convergente nella norma del sup. Ma f, — f in L?, dunque tutte le sottosequenze convergono
uniformemente a f. A questo punto si puo passare al limite ottenendo la tesi.

Si provi per esercizio, senza invocare il teorema di Ascoli-Arzela, che f, é di Cauchy nella norma
del sup.

Procedendo come sopra, é immediato dimostrare che i chiusi e limitati di H' sono compatti rispetto
alla convergenza uniforme. Infatti la limitatezza della norma garantisce equilimitatezza e equicon-
tinuita, e dunque si pud invocare il teorema di Ascoli-Arzela. Poiché la convergenza in norma L
implica quella in norma L2, ne segue che i limitati di H' sono precompatti in L?. Si dice dunque
che H' si immerge compatto il L.

13.2 La disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger in una dimensione

La disuguaglianza

[f(2) = my| < VL|IF|

rientra nella classe delle disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger e questo tipo di disuguaglianza ha
un ruolo chiave nelle applicazioni degli spazi di Sobolev. Prima di mostrarne una, diamone la sua
versione in L?, che si ottiene integrando in z:

b
|U—mﬂzs/dxsuwgzLﬂﬂ@
a

e dunque
If = myllz < LI e (4)

13.3 v’ = —f in H'(a,b)
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Consideriamo di nuovo il problema di Poisson u” = —f con condizioni di Neumann omogenee.
Sappiamo che f deve essere a media nulla, e che possiamo cercare la soluzione tra le funzioni a
media nulla perché u & definita a meno di una costante.

Integrando contro una funzione test ¢ € C*°(a,b), 'equazione data diventa

/abu’w:/:fqb

(il termine di bordo si annulla perché v’ ¢ 0 al bordo). Poiché ogni funzione g € H' ¢ limite di
funzioni regolari nella norma H', I'uguaglianza precedente deve valere anche se ¢ € H'. Chiamerd
soluzione debole in H' una funzione u in H' per cui valga l'uguaglianza precedente per ogni
¢ € H'. Noto che se ¢ = 1, 'uguaglianza ¢ soddisfatta per qualunque u, dunque la formulazione
debole ha senso per funzioni ¢ ortogonali alle costanti. Mostriamo che u esiste unica se f & a media
nulla, nel sottospazio H}, =g € H" : ffg = 0, che & proprio il sottospazio ortogonale alle costanti.

Il passaggio chiave ¢ la disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger, che assicura che se f € H!, allora

1fll2 < LILf]l2

Da questa disuguaglianza, infatti, segue che

1, = VA llz + 1]z e 11f]l2

sono norme equivalenti in H!  su cui dunque posso considerare come prodotto scalare la forma

(f, 9 = / 7z

Allora, assegnata f in L2, (lo spazio delle funzioni L? a media nulla) il funzionale

¢—>/:fg

& lineare continuo su H}, perche

b
/ qu] < I8llallfll2 < VEISlar

Per il teorema di rappresentazione di Riesz, esiste unica u € H}, tale che, per ogni g € H}:

/ab fg=(u,9)m = /abU'g’-

In questo modo abbiamo trovato u € H},, e abbiamo anche I'unicita.

Una osservazione sulla regolarita: dalla definizione stessa di soluzione debole, scegliendo ¢ € D(a, b),
si ottiene che f ¢é la derivata debole di v/, ed & in L?. Dunque u € H?, che ¢é lo spazio delle funzioni
con derivata prima e seconda il L?. Dal fatto che le funzioni di H! sono Hélder continue, segue
facilmente che le funzioni di H? hanno derivata prima Hélder continua. Quindi se u é soluzione
debole con f € L2, allora u € CY1/2, Tnoltre, la derivata di u si estende fino al bordo perché &
holderiana.

Se f ¢ continua, u € C?((a,b)) N C'([a,b]) e la soluzione & forte.

13.4 Simmetria dell’inverso di >
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Nel punto precedente abbiamo risolto in H} 1’equazione v’ = —f in forma debole, con condizioni
di Neumann omogenee al bordo, per f € L2, (lo spazio delle funzioni L? a media nulla). Sia T
I'operatore che a f € L2, associa u soluzione dell’equazione di Poisson in forma debole.

Se considero ’equazione per funzioni test v € D((a,b) (e a media nulla), ottengo

b b
/ u' = / fv
a a

Posso spostare la derivata da v/ a v, ottenendo

beagv = — bfv
/ /

cioé (Tf,0?v) = —(f,v). Passando all’aggiunto
(f. T %) = (f. —v)
Fissando v e facendo variare f € L? ottengo che per v € D((a, b))
T 0%v = —v
Cioé T* inverte a sinistra — d2. Scelgo ora f in C*°, e dunque T'f € C*°, ottengo che
(02T f,v) = —(f,v)
Variando v, ottengo che T inverte — 92 a destra:
O2Tf =
Operando con T™ sui due membri e usando I'uguaglianza precedente, si ha
~Tf=T"0*Tf=-T"f.

Dunque T = T* su un sottoinsieme denso. Ma allora T' & autoaggiunto come operatore in £(L?(a, b)).
Nota come un punto essenziale di questo argomento & la prova che 2T f = —f se f ¢ regolare, e
questo fatto & conseguenza della regolartia di 7.

13.5 La base per 9? con condizioni di Neumann omogenee

L’operatore T che associa f a u é dunque lineare e continuo da L? in H},, ed & autoaggiunto da L2,
in L2,. Sappiamo che i limitati di H}, sono precompatti il L2, dunque pensando che T ¢ definito da
L% a L2, T ¢ un operatore compatto.

Ne segue che T" ammette una base di autofunzioni ¢y, con autovalori uy positivi che tendono a zero
(sono positivi perché — 2 & un operatore positivo). Ricordo che Tf =wu con f € L2, eu € H}, &
equivalente al fatto che u é soluzione debole del problema di Poisson. Dunque ¢y, € soluzione debole
del problema di Poisson con f = A\g¢x, con A\, = 1/p. Poiché ¢y, € L2, per I’analisi della regolarita
che abbiano fatto al punto precedente, si ottiene che ¢ € H? e dunque & C11/2. Usando di nuovo
'equazione, si ottiene che ¢, & C? quindi vale

Op = — N
da cui segue che ¢y, sono funzioni C*°([a, b))

Lo scopo di questa sezione ¢ adattare questi passaggi al caso di condizioni di Dirichlet, e di
estendere la teoria ai domini limitati di R™.
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Per trattare il caso di condizioni di Dirichlet omogenee, bisogna ambientare il problema in
uno spazio che tenga conto delle condizioni al contorno. In una dimensione ¢ particolarmente
semplice, perché

Hy(a,b) = {f € Hi(a,b): f(a)=0=f(b)}

¢ un sottospazio chiuso di H' (ricordo che le funzioni di H' sono C*/2). D’altra parte
in dimensione maggiore le funzioni di H' non sono necessariamente continue, dunque &
necessario operare un modo differente.

13.6 H}(Q)
Si indica con H} il sottospazio chiuso di H! che si ottiene da

JE— g |
D" =

La definizione di questo spazio include in qualche senso la condizione al contorno omogenea di
Dirichlet, infatti se f € H& ¢ regolare, allora ¢ nulla al bordo. D’altra parte non ¢é evidente cosa
vuol dire “valore al bordo” per una funzione non regolare (per approfondimenti, vedi i teoremi di
traccia su [S| par 7.7).

In questo spazio si ambienta perfettamente il problema di Poisson-Dirichlet. Ma prima
bisogna premettere un’importante disuguaglianza.

13.7 Disuguaglianza di Poincaré in H}((a,b))
Sia f(z) € C§°([a,b]), e sia b —a = L. Allora, poiché per ipotesi f(a) =0

per Cauchy-Schwartz. Integrando in x:

IF113 < 2LIIFll2 11]l2

1/2

da cui
[ fll2 < 2L| f]]2

Cioé se f & zero al bordo, la sua norma L? é stimata da una costante per la norma L? della derivata.
Questa ¢ la disuguaglianza di Poincaré.

13.8 Disuguaglianza di Poincaré in H}(f2)
Sia f € C§°(Q), Prolungando f a zero in un dominio rettangolare di spigoli di lunghezza L
opportuna, e usando il caso unidimensionale, & facile mostrare che

I£13 < 2LV f113 (5)

Usa la densita di C§°(Q) in H{ per mostrare che la disuguaglianza di Poincaré vale per ogni f
in H} (suggerimento: sia f, € C§°(Q) con f, — f nella norma H'; ne segue che f, — f in L% e
Vf,—Vfin L?...).

Osserva infine che la disuguaglianza di Poicaré non ¢ verificata da f = 1 (e della costanti in generale).
Questo fatto prova che H} & un sottospazio proprio di Hj.

Esercizio 32. * L’ortogonale di H}
Trova Portogonale di H}(—1,1) in HY((—1,1).
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Esercizio 33. * § su funzioni H'(a,b)
Sia x¢ € [a,b] e sia Tf(z) = f(zo). Prova che T & un funzionale lineare e continuo in H'. Dunque
per il teorema di Riesz esiste § € H' tale che (0, f) ;1 = f(x0). Trova l'espressione esplicita di 6.

Risolvi lo stesso problema on H} e H},, con il prodotto scalare dato dal prodotto L? delle derivate.

Esercizio 34. Poisson-Dirichlet nel caso unidimensionale

Consideriamo di nuovo il problema di Poisson v’ = —f, ma stavolta con condizioni di Dirichlet
omogenee. Integrando contro una funzione test ¢ € D(a,b), 'equazione data diventa

/abu%z»':/abfqb

Questa volta il termine di bordo si annulla perché ¢ & nulla al bordo. Per densita delle funzioni di
D(a,b) in Hol, I'uguaglianza precedente deve valere anche se ¢ € Hol. Chiamero soluzione debole in
H¢ una funzione u in H} per cui valga I'uguaglianza precedente per ogni ¢ € H{.

Il fatto che in H& valga la disuguaglianza di Poincaré permette di trattare questo problema nello
stesso modo del caso delle condizioni di Neumann. Dalla disuguaglianza segue infatti che

VIFllz 12 e 1112

sono norme equivalenti in H&, su cui dunque posso considerare come prodotto scalare la forma
bilineare

Allora, assegnata f € L2, il funzionale

¢—>/abfg

b
/ f<z>) < 18lall flls < VNl

é lineare continuo su H& perche

Per il teorema di rappresentazione di Riesz, esiste unica u € H} tale che, per ogni g € H}:

/ab fg=(u,9)m = /abu’g’-

In questo modo abbiamo trovato u € H}, e abbiamo anche I'unicita.
L’analisi della regolarita é identica al caso delle condizioni di Neumann omogenee.

13.9 La base per 92 con condizioni di Dirichlet omogenee

Per esercizio, mimando il caso di condizioni di Neumann omogenee, provare che L?(a,b) ha una
base di autofunzioni della derivata seconda, che sono C'*[a, b], e gli autovalori sono una sequenza
positiva che tende a infinito.

Esercizio 35. *

Provare ad adattare questa teoria all’equazione
(1—a?)) =~f

Possibile traccia f deve essere a media nulla, la spazio da considerare deve essere quello delle funzioni
a media nulla con [~ (1 — 22)u'? limitato. Serve perd una disuguaglianza di Poicaré che assicuri la
continuita in questa norma del funzionale g — [ ¢f con f in L?.
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14 11 Problema di Poisson in )

Il piano ¢ il seguente. per il problema di Poisson con condizioni di Dirichlet omogenee abbia-
mo gia tutti gli strumenti per ottenere un’unica soluzione debole. Resta pero da discutere la
regolarita, su cui richiamerd qualche teorema. Per il problema di Poisson-Neumann manca
invece 'opportuna disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger, che si dimostra sotto opportune
condizioni di regolarita del bordo di €.

14.1 Formulazione variazionale del problema di Poisson-Dirichlet

Sia © un dominio di R™ (cioé un aperto connesso e limitato). L’equazione di Poisson con condizioni
di Dirichlet omogenee al bordo é

(6)

Au=—f in{
u=20 su 0f)

e pud essere vista come il problema della determinazione del potenziale elettrostatico u data la
densita di carica f, assumendo u nullo al bordo. La stessa equazione si ottiene se si cercano le
soluzioni di equilibrio per 'equazione delle onde (o del calore) con forzante f, con condizioni di
Dirichlet nulle al bordo.

Poiché I'equazione delle onde con forzante viene da una lagrangiana (wvedi l'esercizio , I’equazione
dell’equilibrio sara anche ’equazione per la determinazione dei minimi dell’energia potenziale. Sia
dunque E[u] il funzionale che esprime l'energia

E[u}—;/QVu~Vu—/qu

La variazione prima di F si ottiene come al solito da

d E[u—l—ev]—/(Vu-Vv—fv)
e=0 Q

sE= &
") _

Imponendo che v sia nulla al bordo (in accordo con le condizioni al contorno assunte su u), si ottiene
che i punti u stazionari per F[u| (e in particolare il punto di minimo), deve soddisfare I’equazione

/(—Au — f)v =0 Vv regolare e nulla al bordo
Q
Infatti

Vu-Vo=V-(vVu) - Auv

e, usando il teorema della divergenza e il fatto che v € nulla al bordo,
/ V- (vVu) :/ vOpu = 0.
Q aQ

14.2 L’equazione di Poisson in H{(Q)

Definizione: u € H& & una soluzione debole del problema di Poisson-Dirichlet @ se per ogni v € H&

vale
/VU-VU:/vf
) Q

La disuguaglianza di Poincaré permette di risolvere immediatamente il problema dell’esistenza di
w. Infatti, come nel caso unidimensionale, la norma di H' ¢ equivalente, in H&, alla norma data dal
prodotto scalare

(ujv)Hé = /QVU-VU
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Data f € L?, per ogni v € H} vale

I

Questa disuguaglianza implica che v — fQ fv & lineare continuo in H} e dunque per il teorema di
Riesz esiste u che lo rappresenta mediante prodotto scalare, cioé u & soluzione debole dell’equazione
di Poisson.

Risulta cosi definito

< Il < el flllloll gz

T:L*— Hy : szu{z)/QVqu:/va Vv e H}

Per analizzare 'operatore T, é necessario prima provare che f € C° allora Tf € C*.
Premetto I'enunciato del Lemma di Weyl, la cui dimostrazione trovate su [G].

14.3 Lemma di Weyl

Sia u € D'() una distribuzione tale che
Au=0

Allora w ¢ una funzione armonica (e in particolare ¢ C*°). Per la dimostrazione vedi [G].
14.4 T : C(Q) = C(Q)
Sia f € C*(Q), e sia

u= | Gx—y)f(y)dy
an

dove G & la funzione di Green in R™ per il problema di Poisson, e f & prolungata a 0 fuori da €.
Come ¢ noto (ma lo ridimostreremo piu avanti), u ¢ armonica fuori dal supporto di f, ed ¢ C™
sul supporto di f, e dunque ¢ C*(Q). Ne segue che @ € H'. E immediato verificare che, per ogni

¢ € D(Q2)
/QV(uﬂ)-VqZ):O

Spostando tutte le derivate su ¢ si ottiene

/Q(U—U)Agé: 0

Quindi il laplaciano distribuzionale di (u — @) & nullo, e dunque, per il lemma di Weyl, u — u &
armonica. Ne segue che u € somma di una funzione armonica e di una C*° e dunque &€ C*°.

Esercizio 36.

Mostra che 0 non & un autovalore per T

14.5 Simmetria di A~}
Dal punto precedente, sappiamo che se f € C allora T'f € C'°° e dunque

ANTf=—f
D’altra parte, usando la definizione di soluzione debole con ¢ € C§°, ottieni che

Dunque per ogni ¢ € C§°,
TN = —¢
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Sia ora f € C§°, allora AT f = —f € C§°, dunque posso usare l'identita provata per T™ e ottenere
~T*f=T*NTf=-Tf
Dunque T e T* coincidono su un sottoinsieme denso di L?, e quindi coincidono e T' & autoaggiunto.

14.6 HY cC L?

In dimensione 1 ¢ stato molto semplice mostrare la compattezza in L? dei chiusi limitati di H'. In
dimensione maggiore & necessario qualche sforzo e qualche cautela in piu.

Sia L tale che Q C J", con J = [-L/2,L/2]". Poiche se f € D(Q), allora la funzione che si ottiene
prolungandola in tutto J" con 0 ¢ in C D(J"), si puod identificare ogni funzione di Hg () con una
funzione di H'(J") periodica.

Ricordo che i coefficienti di Fourier sono definiti da

fr= ARG Ll)n 7 /J e kme/L f () da

e che se f & regolare
— 7"'
Vi, =ik—.
Je=1k7

Dunque la, chiusura in H' delle funzioni C* periodiche sono date in Fourier da fk tali che

2 A
151 = 3 (@ 2T ) 1A < +oc

kEZ

Come dimostrato nel punto|10.5} i limitati in questa norma sono compatti il £2(Z), e dunque compatti
in L2(J"). Ne segue che H{(Q) si immerge compatto in L?(2).

14.7 Le autofunzioni del Laplaciano

La simmetria e la compattezza di T' garantiscono che esiste una base di autofunzioni ¢ con autovalori
pr decrescenti che tendono a 0 (0 non é autovalore dunque, essendo T' compatto, gli autovalori sono
infiniti e accumulano in 0). Dunque

Tor = prdr

Qualche osservazione sulla regolatia.

Sia ¢ tale che T'¢ = u¢. Come abbiamo fatto a proposito della regolaritd C*°, sia v = fR” Gz —
y)o(y)dy dove G ¢ la funzione di Green e ¢ @& estesa a 0. e quindi v risolve nel senso delle
distribuzioni Av = ¢ La differenza uv — ¢ é una distribuzione a laplaciano nullo in 2, dunque per
il lemma di Weyl é una funzione armonica. Ne segue che ¢ ha la stessa regolarita di v nell’interno
di Q.

In dimensione 3 non & compicatissimo arrivare a mostrare la regolaritd interna di ¢ senza prima
dimostrare i teoremi di regolarita per 'equazione di Poisson. Una traccia potrebbe essere la seguente,
che fa uso della cosiddetta procedura di bootstrap. Poiché ¢ € L? e G2 ¢ sommabile sui compatti,
segue che v é limitata e dunque ¢ é limitata dentro €). Da questo, localizzando, si ottiene che v &
continua, e dunque lo ¢ ¢, ma allora v ¢ C' e dunque lo & ¢, ma allora v & C? e dunque, iterando,
si arriva a C°° dentro.

In dimensione maggiore di 3, la funzione di Green non ¢ quadro sommabile intorno alla singolarita,
dunque il primo passo del bootstrap non si puo fare in questo modo, ed é necessario passare ad
analizzare la regolarita nel senso dell’appartenenza a spazi H”, tenendo presente che il teorema di
immersione di Sobolev afferma che se la dimensione dello spazio é n, e k > n/2, allora le funzioni H k
sono in Ck—n/2 (se 'esponente non @ intero la parte eccedente U'intero ¢ 'esponente di holderianita).
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Rimane da considerare il problema di Poisson-Neumann in §2, per il quale enuncero i risultati,
senza le dimostrazioni (che avete fatto nel corso di Istituzioni di Analisi Superiore). Per
trattarlo sard necessario discutere della regolarita del bordo di un dominio.

14.8 Domini C* e domini lipschitziani

Un dominio Q & di classe C* se 0§ ¢, in ogni suo punto, localmente grafico di una funzione di classe
Ck.

La definizione rigorosa & la seguente. Si richiede che per ogni x € 912, esista una palla B di centro
x, un sistema di coordinate cartesiane (z,y), con 2 € R®~! e y € R, con origine in x, un intorno U
di 0 in R""! ed una funzione ® € C*(U, R) tali che

e INNB={(2,2(2))|z€ U}
e ONB={(z,y) € Blze Uy < ®(2)}

Si dice che € ¢ lipschitziano se ® & lipschitziana. Noto che per il teorema di Rademacher, una
funzione lipschitziana ha gradiente quasi ovunque, e dunque per quasi ogni x € 952, esiste I'iperpiano
tangente a 0N in z e quindi la derivata normale esterna (per questo serve la seconda condizione
data sopra, che afferma che distinguo localmente interno ed esterno).

Noto infine che se € ¢ limitato, {2 ¢ unione finita di grafici di funzioni lipschitziane (uso la compat-
tezza).

La condizione di lipschitizanita é quella minima che permette di dimostrare il teorema della
divergenza, e permette anche di costruire un operatore di prolungamento per H!

14.9 Teorema di prolungamento e sue conseguenze

Sia ) limitato e lipschitziano. Esiste un dominio limitato €y che contiene compattamente €2 e un
operatore lineare E da H'(Q) a HE (), tale che.

IEfII <cllfll e Eflq=f

Questo teorema asserisce che ogni funzione di H!(f) & prolungabile a una funzione a supporto
compatto, in un dominio pit grande. Per la dimostrazione vedi [S] o [G].

Abbiamo gia usato un caso facile di teorema di prolungamento: sia g un dominio che contiene €2,
e sia
Ef(z) = f(x) per z € , 0 altrimenti

E & un’isometria (non suriettiva) da H}(Q) a H(Qo). Nel caso di funzioni solo H(£2) non si puo
invece prolungare ponendo f = 0 fuori da Q, perché la funzione che si ottiene non & in H'.
Il teorema di prolungamento ¢ alla base di due importanti fatti.

14.10 H'(Q) ccC L*(Q), per Q lipschitziano

La dimostrazione la lascio per esercizio, perché ¢ identica al caso di H', a parte la necessita di usare
le estensioni delle funzioni di H'.

14.11 Teorema di Poincaré-Wirtinger
Se Q ¢ lipschitziano, esiste una costante ¢ tale che per ogni u € H'
[ = uml| < ¢l Vul
La dimostrazione si puo fare facilmente per assurdo: sia u, a media nulla e normalizzata

iz = luall® + [ Vun|* = 1
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tale che

[[unll = nl[Vun|.

Per la limitatezza di ||u,|| segue che |Vu,|| — 0, e dunque, usando la normalizzazione, ||u,| — 1.
Poiché |lu,|| g1 ¢ limitata, u, converge debole in H! a v € H', e dunque Vu,, — Vu, e u, — u in
L?, per la compattezza dell'immersione di H' in L?. Quindi

|Vu|| < liminf ||gradu,|| =0
n—-+00

Ma allora u ¢ una costante (ha gradiente nullo), di media nulla, e dunque ¢ nulla, invece, poiché u,
converge a u il L2, ||u|| = lim, 1 [Jun|| = 1, che & assurdo.

14.12 11 problema di Poisson-Neumann

Come facile esercizio, si provi esistenza e unicita di una soluzione debole in H}, () (lo spazio delle
funzioni H' a media nulla) dell’equazione

Auy=—f

con condizioni di Neumann omogenee, secondo le seguenti linee.

a.

Mostra che pud esistere una soluzione regolare del problema solo se vale la condizione di com-

Q

(usa il teorema della divergenza, o, se preferisci, la prima identita di Green)

. Mostra che se u ¢ soluzione, allora u + ¢ & soluzione per ogni costante c.

. Mostra che se u ¢ una soluzione regolare, per ogni v in H*(Q) vale

/QVU-Vv:/QfU (1)

(dimostralo prima per v € C*°(Q2) e concludi per densita).

. Nota che poiché f ¢ a media nulla, questa identita vale se e solo se vale per v € H} | il sottospazio

di HY(Q) delle funzioni a media nulla.

. Dimostra che H! & un sottospazio chiuso di H! e che il suo ortogonale in H' & il sottospazio

delle funzioni costanti.

Usando la disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger, mostra che in H}, ||gradu| ¢ una norma
equivalente a quella di H', che dunque puoi considerare dotato del prodotto scalare

(u,v)H}n:/Vu-Vv
Q

g. Usa il teorema di Riesz per dimostrare I'esistenza e unicita di una soluzione debole in H},

Mostra che l'operatore T : L2, — H! che da la soluzione & autoaggiunto e compatto.

14.13 Le costanti ottimali per le disuguaglianze di Poincaré
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Considero di nuovo il problema di Poisson-Dirichlet, in H}(Q), con T : L{Q) — H(Q), dato da

Tf=u <<= /QVU-VU:/va

Siano ¢y le autofunzioni di T', e siano py gli autovalori.

A meno della questione della regolaria fino al bordo, le funzioni ¢ soddisfano

1
App = —— ¢y
273

Moltiplico per ¢y e integro. Ottengo

AV@V@:;A%%

Il membro di sinistra é il prodotto scalare in H&(Q) di ¢ e ¢p, mentre a destra ho il prodotto
scalare in L?. Scegliendo ¢y, nornalizzate in L?, sia ottiene

1
/ Von - Vo = —0
Q [k

Dunque ¢;, é un sistema ortogonale anche nella norma H&.

Si pud provare questa uguaglianza senza usare la regolarita delle autofunzioni. Infatti, per definizione

di T, per ogni v € H} ()
/VT@Z)k'Vv:/qbkv
Q Q

Scegliendo v = ¢, e usando che T'¢, = purdr ottengo

6M=Amm=%évmvm

Questa uguaglianza ci permette di analizzare meglio la disuguaglianza di Poincaré. Infatti, data
u € HH Q)
u=>Y ipdy dacuifuly =Y |
k k

Inoltre

1.
||UH§{3 = (Vu, Vu) = > —|i|”
Mk

Dunque la migliore costante v per la disuguaglianza di Poincaré deve soddisfare
Dl <973
& . Pk

Dunque v2 = supy, i, ma i u; sono decrescenti, quindi 42 = jg. cioé v & la radice del reciproco del
piu piccolo autovalore del laplaciano.
Lo stessa conclusione, naturalmente, vale per il caso delle condizioni di Neumann omogenee.
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15 Il problema di Laplace

15.1 La funzione di Green in R?

Lavoro in R?, ma nelle altre dimensioni si ottengono gli stessi risultati con le stesse procedure.

Ricordo che
11

G(x)

¢ la funzione di Green in R? per il problema di Poisson, cio¢, nel senso delle distribuzioni

ovvero, per ogni ¢ € D(R?) vale
[ 6@6@)dz = ~o(0)
In questo paragrafo mostrerd che se f € C®, con a € (0,1), allora G * f ¢ una funzione C>+¢

Vo < a.
Calcolo le derivate prime di G

VG(x) _EW cioé  9;G(x) = Tn 2P (8)
e calcolo le derivate seconde:
1 x; 1 [ b Ti%j 1 &;z)? — 322
2 —_ 9.t - ([ _gry ) = Tyl T o)
OG(a) =~ -0y = - <|$,3 3 W,) ol )

In notazione matriciale

1 Iz?-3r®z
4 ||®

8%G(z) =

Si osservi che 92G ha traccia nulla, cioé AG = 0 per 2 # 0. E importante notare che G diverge come
1/|x|, che & una singolarita sommabile intorno a 0, VG diverge come 1/|z|?, sommabile intorno a
0, mentre %G diverge come 1/|z|?, che non & sommabile intorno a 0. D’altra parte, per ogni r > 0,

8;:lz|? — 3z 1
/ Mg(dx) — / (0ij — 3zizj)o(dz) =0
|x|=r ’w‘ " Jlzl=1

(ricordo che se |z| =7 e z = x/|z|, o(dx) = r?0(dz)). Infatti, se i # j il primo termine ¢ nullo, e il
secondo ¢ dispari in z; e dunque ha integrale nullo. Se invece j = j, a meno di 1/r il primo termine
da 4, il secondo, a meno di 1/7, ¢

1
—3/ Z2o(dz) = —33/ (28 + 25 + 22)o(dz) = —4r
|z]=1 |z|=1

e dunque la somma, & nulla.

Calcolo ora le derivate distribuzionali di G * f. Sia ¢ € D(R?)

[ouo@c s @ de =t [aur) [ Gla—9) 00 d

lz—y|>e
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L’integrale in dx pud essere riscritto come
| Ge-noe@dr= [ 0(Ga-yosw)d- [ 0,6 -y) o) d -
lz—y|>e |z—y|>e |z—y|>e

/ GRS [ a06a-yeandt [ 8,6 -y

lz—y|>e lz—y|>e
I primi due integrali sono termini di bordo. Analizzo il primo.
1
/ 0;(G(z —y) Oip(x) de = —— n; 0;¢p(z) do
|[z—y|>e dme |lz—y|=¢

dove nj = (z;—y;)/|x—y| ¢ la componente j della normale esterna (notare il cambio di segno dovuto
all’'uso della normale esterna alla sfera, che & opposta alla normale esterna al dominio |z — y| > ¢).
Questo termine va a 0 perché l'integrale ¢ stimato da 47&2|| V¢ so-

Il secondo termine di bordo non & invece infinitesimo:

— / 0;(G(x —y) Oip(x))da = ~1 ! 5 / ninjo(x)o(de) =
lz—y|>e TE™ J|z—y|=e

T 1
- f?f’é?g \/|Z|=€ ninjg(dx) B F&‘Q /xyza nln](¢(x) - (p(y))g(dm)

1l secondo termine tende a 0 perché |¢(z) — é(y)| < ce e dunque lintegrale é stimato da ce®. 11
primo si calcola esplicitamente, notando che U'integrale di n;n; & 0;;/3 per la misura della buccia
sferica. In conclusione, il secondo termine di bordo da

—?qﬁ(y).

L’ultimo termine integrale ha limite non nullo.

lim 0;jG(x—y)p(x)dx = /

20 J]g—y|<e |z —y[>1

0,G (- y)$ () du + / 0G (- ) (6() — 6()) du

lz—yl<1

dove ho potuto sottrarre 0;;G(x — y)$(y) perché ha integrale nullo in dy nella palla {|z —y| < 1}
L’integrando del secondo termine é sommabile, perché

[Vl
|z —yl?

105Gz — y)(d(x) — d(y))| <
In conclusione
Joosn = [owir@an [ ) [wece- o)

dove 'ultimo integrale va inteso nel senso del suo valore principale, cioé come lim._,g degli integrali
su |z —y| >e.

Mostriamo ora come possiamo invertire I’ordine di integrazione, se f € C*:

[ o@ic i@ =5 [owirwdy+ i [ [ P - i) dy

|lz—y|>e

Il limite dell’integrale in dy nel secondo termine puo essere riscritto come

[ Fee—ntmae [ oG- )y

lz—y|<1
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e il secondo integrale esiste finito perché, per ’hdlderianita di f, 'integrando & limitato da

|z —y|*

C
|z —yl3

che & sommabile intorno a 0. Dunque le derivate esistono in senso classico e

G x fz) = —% If(z)+ /82G(x - y)f(y)

dove 'integrale va inteso nel senso del suo valore principale (cioé del limite su |z — y| > ¢).

Concludo mostrando che I'integrale é hélderiano in x. Spezzo di nuovo lintegrale su |z — y| > 1
(che & regolare in x) e su |z — y| < 1, dove sottraggo come sopra f(x). Questo secondo integrale &

/ Gl — ) f(y) dy = / G (=) f(x + 2) dz
lz—y|<1

|z|<1

La differenza tra il valore in = e in Z di questo integrale & data da

/ O*°G(z)of
|2<1

0f =flx+2) = flz) = (f(Z+2) - ()

dove

Per holderianita:
0f| <clz]* e [0f] <clz—z|*

Ma allora, scelto v € (0, 1)
0] = 811817 < el — 2Tz
Quindi:

/ 9*G(2)8f| < c|x — z|*0—) / 12|~ B~ dz < ¢z — z[*0)

|z|<1 |z|<1

Poiché vale per ogni v € (0,1), si ha I'hdlderianita per ogni o/ < a. Gli altri termini di %(G * f)
hanno invece la stessa regolarita di f, dunque in conclusione G % f & in C® per ogni o < a.
Lascio come esercizio di analisi la dimostrazione che se le derivate parziali distribuzionali di una
distribuzione F sono funzioni continue, allora F' & una funzione C! e le derivate sono distribuzionali
sono derivate in senso classico.

Noto, infine, che il laplaciano di G * f & la traccia della matrice delle derivate seconde, e, poiché
0%G ha traccia nulla, si ottiene

MG f) = ~33f() = [ (@)

15.2 Potenziale di singolo strato, prime proprieta

Sia €2 limitato con bordo C? a tratti, e sia p una funzione limitata su 9. Il potenziale di singolo
strato generato da p € la funzione

us(r) = [ Gz —y)u(y)o(dy)
o0

Un esempio di potenziale di singolo strato & quello generato da una distribuzione uniforme di cariche
su di un piano; in questo caso il campo elettrico generato € ortogonale al piano, costante nei due
semispazi, ma discontinuo sul piano (si tratta in pratica di un problema unidimensionale, dunque il
potenziale ¢ dato proprio da —|z|/2, la cui derivata & —sgn(z)/2).

Per il potenziale di singolo strato valgono i seguenti risultati.
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e u, ¢ una funzione armonica in Q e in R3\ on.
e u, é continua anche su 0f) se u é limitata.
e [’integrale

/ no - VG(z — y)u(y)o(dy)
o0

esiste finito sia per z € R3\ 9Q che per z € 99, e in quest’ultimo caso I'integrando ¢ sommabile
se 4 ¢ limitata.

e Sia 7 un vettore tangente a 0§2. Se u é hdlderiana,

iim, [ 7 VG - wuweldn) = [ 7 VG~ ol

x—ma‘L o0

cioe le componenti tangenti del campo sono continue nell’attraversamento del bordo.

L’armonicita di us per ¢ 02 ¢ una semplice conseguenza dell’armonicita di G(z) per = # 0. Provo
la continuita: sia xg € 0%, sia 6 > 0, e sia By = Bs(x0):

ua(2) — ()] < /8 (16—l + Il — ) )] dy+ /8 1y 160 =Gyl dy

Il primo integrale ¢ stimato da costante per § (discuto dopo i dettagli), il secondo, a ¢ fissato, tende

a 0 se zg — x. Dunque, dato € > 0, scegliendo § sufficientemente piccolo, e, fissato §, scegliendo
|z — x| sufficientemente piccolo, posso ottenere |us(z) — us(zo)| < €, quindi us(x) — us(zo).

Mostro che 'integrale su 02 N Bs & di ordine J. Suppongo che z sia un punto di regolarita del
bordo, e dunque ¢’¢ una funzione ¢ : U — R, con U aperto di R?, tale che se y € 9Q N Bs, allora
y = (z,¢(2)). Sia z tale che x = (20, %(20)). Per costruzione, se z € U allora |z — zp| < §. Vale

= /14 |V¢(2)|?. Con abuso di notazione u(z) = p((z, ¢(z))). Dunque

[1(2)| /14 |Vo(2)[? dz
/amBé G(zo — y)M(y)a(dy)' < /Udz47r\/|z = PTG 0T < c/U Pp—

/ dz
<ec L
|z—z0|<d |Z - Z0|

e quest’ultimo integrale & ¢d. L’altro integrale, con x # xg, si stima analogamente, tenendo presente

che per ogni 2’ € U
/ dz < / dz 5
— < = cd.
|z—z0|<6 |Z - Z/‘ |z—2'|<6 ‘Z - Z,’

Per quel che riguarda Vus(z), ovviamente non c’¢ nessun problema di esistenza e regolarita per
x ¢ 0. Mostro che l'espressione del gradiente ¢ ben definita anche in x in 2y € 9€2, ma ¢ necessario
che u sia almeno hélderiana. Usando la carta locale definita sopra intorno a xg, devo solo discutere
dell’esistenza dell'integrale vicino a z( (la parte in Q\ By ¢ analitica in z, se © € By):

— (w0 — v) (se00—5(2)
d V1+|Ve(2)?
/agm35 @) = = [ du) IV in(lz = 20 + 16() — o) P72

Il denominatore diverge come |z — zo|?, mentre tutte le componenti del numeratore sono di ordine
z — 29. L’integrale pud dunque esistere solo nel senso del valore principale, ma allora serve almeno
1 holderiana affinché esista.
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E importante notare, peré, che se ng ¢ la normale in zg, allora ng - VG(z — y) & sommabile intorno
a 0. Infatti, in coordinate locali,

-V
ne = ( ‘f(ZO))/ 1+ [V(20)[2
dunque, per y ~ x,

¢(20) — #(2) — V(20) - (20 — 2)

47|z — 293

ng - VG(xg —y) ~ ¢

e se ¢ & C2, il numeratore va come |z — zp|? e dunque la singolarita é sommabile, indipendentemente
dalla regolarita di p.

Per esercizio, si mostri la continuita delle componenti tangenti del campo, nell’ipotesi di u hélde-
riana.

Esercizio 37.

Sia p(z) holderiana per € [—1/2,1/2]. Mostra che 'integrale f_l{% wu(x)/x dx esiste finito come
valore principale in 0, mentre se p(z) = 1/In(|z|) l'integrale non esiste nemmeno come valore
principale (verifica che 1/1In(|«|) non & hélderiana in 0).

Costruisci un esempio di potenziale di strato singolo in dimensione 2 con g non hélderiana, in cui
la componente tangente del campo é divergente.

15.3 Il salto della componente normale

Come noto dall’esempio della distribuzione piana uniforme di cariche, il campo pud essere disconti-
nuo sulla superficie.

Un semplice conto mostra questa discontinuita. Sia zg € 9%, sia Bs = Bs(xo), sia w € D(Bs). Non
é difficile dimostrare che

Auw()us(z) = - / w()u(y)o(dy)

Bs o0

(si consideri una famiglia di funzioni p. regolari tali che p. — p in distribuzione, etc. . .).
L’integrale al primo membro, perd, é anche uguale a

V(Vw(x)us(z)) — Vw(x)Vus(z))
B;s Bs

e il primo termine & 0 per le ipotesi su w. Spezzo 'integrale del secondo termine in due parti, su
By = Bs;NQe Bf\Q.

Vw(z)Vus(z) = — /B mQw(a:) O ug(x)

+
B5

dove ho usato che Aug = 0 se z # in 9 e ho indicato con 9, uz il limite da sopra del gradiente di
us per la normale esterna a €2. Il segno meno compare perché la normale esterna a B; N OS2 coincide
con —n,. Analogamente,

. Vw(z)Vus(z) = /Bmﬂ w(z)ng - Vug (x)

Mettendo insieme i due termini, e ricordando l'uguaglianza iniziale, si ha

/ (@) (O s () — Oy ()0 (de) = — / w(z)u(z)o(dz)
BsnoQ

BsNo
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Per ’artibitrarieta di w, ottengo
Oy us(x) — 9 us(x) = —p(x)

da cui si vede che il salto della componente normale del campo & 'opposto della densita superficiale
di carica.

Purtroppo, per poter utilizzare veramente il potenziale di strato singolo, é necessario trovare non
solo la differenza, ma anche l'espressione dei due limiti della componente normale del campo. Vale
il seguente risultato: sia xg € 0€), sia ng la normale esterna a 92 in xg, allora

lim no - VG(z —y)u(y)o(dy) = ¥L§CO) + /89 no - VG (zo — y)p(y)o(dy)

x%x(:)t o0 2
dove x — 338— vuol dire che z tende a xg ma x € ]R?’\Q, mentre x — x, vuol dire che z tende a xg

con z € {2, e la singolarita dell’integrale & sommabile.

Mostro questo risultato in un caso semplice, quello in cui Q & R? x 0. Il caso generale ¢ analogo,
ma decisamente piti complicato. e lo tratto nella sezione successiva.
Sia dunque x = (x1, 2, z3), sia g = (0,0,0), sia y = (y1,y2) e u(y) una densita continua di cariche
Devo calcolare

tim, — - [ dyuty &
ST ((y1 — 1) + (y2 — 22)% 4 23)3/2
Sia § > 0, spezzo lintegrale nelle regioni Bs = {y : |y1 — 21]® + |y2 — 22|?> < 42} e nella regione
complementare, B§. Su B§ l'integrando ¢ limitato (il denominatore ¢ maggiore di 82, dunque nel
limite x — 0 si ha 23 — 0, e quindi U'integrale va a 0).
Per I’altro termine, noto preliminarmente che

|z3] /5 ples
dy =27 | dp——"F—7=
/35 (1 — 21)? + (y2 — w2)? + 23)3/2 o (p+a3)3/2
5
1
27 — 2 —— < 27

- NG

= —27|x3|

1
VPt s
Dunque

x3 . z3
L e e T =HO) [

T3
W e G e TR O

Il secondo termine ¢ limitato da

2m sup |p(y) — p(0)]
y€Bs

e va a 01in d. Il primo si calcola esplicitamente, come sopra, e si ottiene

T3
#(0) /B W~ + (52— 22)? 4 )2

o x3 a3
‘2“(°)<ﬁ§ W)

che per z3 — 0, tende a 2wu(0) sgn(x3). In definitiva, il limite cercato &
1
~sgn(a) L u(0)

come volevamo dimostrare.
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15.4 * Il caso generale

Voglio calcolare

lim, [ On, Gz —y)u(y)o(dy)
Tz J O
con xg € 05). Sia Bs = Bs(xo). Spesso U'integrale in 0Q N Bf e in 02N Bs. L’integrale su 092 N B§
dipende con regolaritd da x, per x vicino a xg, dunque é continuo e

lim O, G(x — y)p(y)o(dy) = /8 ) On, G (20 — y)u(y)o(dy)

x%x(f o0NBy§

L’integrale sull’altra regione & quello delicato. Passo in coordinate locali, centrate in zg, € noto che
a meno di cambiamenti ortogonali delle coordinate, posso assumere che V¢(zp) = 0. Inoltre, per
semplicitd, assumo che x tenda a xg lungo la normale. In coordinate locali, dunque

20

20= (o) = () 2= @)

ny = Ng, = ((1]) o(dy) = /14 |Vé(z)]?dz

Il nucleo integrale &

1 x—y 1 w — ¢(z)

a0 o —yP T dm (20— 2P+ [w — o(2)2)32

Isolo il termine significativo, che sara analogo a quello trovato nel caso piano. Sia v = w — ¢(20).
Allora w — ¢(2) = v+ d(20) — d(2), con ¢(z9) — ¢(z) di ordine |z — 2| (perché V¢(z) = 0. Dunque

o) —6() e
(120 — 2 + Jw — ()72 = oo — 2]

che & sommabile. Per il termine in vy devo sviluppare il denominatore, che &

lw = ¢(2)]> = 7* + 27(¢(20) — ¢(2)) + (8(20) — 6(2))’
Sviluppo il denominatore e stimo

.

(Jz0 — 2|2 + 72 + 27(d(20) — ¢(2)) + (d(20) — P(2))?)3/?
7 IR

(o~ 27 1 77

dove

7 16(20) — 8(2)| + [ ($(20) — $(2))?
‘R| <3 (’20 _ Z‘Z +72)5/2 ’

Questo termine é sommabile, infatti

72 |p(20) — ¢(2)] <e v2 |z — 2
(lz0 — 212 +72)5/2 = (|20 — 2|2 +72)5/2
1 £2 1
= <
[z — 20l (1+ 2572 ~ e — =]

dove £ = /|20 — z| e la stima & stata ottenuta notando che la funzione in £ & limitata dall’alto.
L’altro termine é pitu semplicemente di ordine 7/|z9 — z|, che & sommabile.
In conclusione,

1 gl
O, VG(x —y) = TPt + Wi(z,y)
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con W (x,y) sommabile, che ha integrale che tende a zero se § tende a 0. Invece la prima parte ha
integrale limitato, anche se ¢ tende a 0. Noto ora che se z € U allora |z — zp| < J. Poiche W (x,y)
& sommabile, uniformemente in ~, il suo limite per § — 0 & zero. Dunque resta da calcolare:

1 /7 L+ [Vo(20)[? (2, 6(2))

Cdr Jy e — 2P+ 2

Nota che per 0 piccolo, la differenza tra fU e f\Zon\<6 va a zero in §, dunque posso procedere

esattamente come nel caso piano, sostituendo a /1 + |V (20)]? u(z, ¢(z)) il valore in zp pari a
(o), con un errore che posso mandare a zero per continuitd. Infine, si ottene che 'integrale tende

a
1

— 5880 (7)n(zo).

Lascio al lettore il caso generale, in cui * — x¢ non necessariamente lungo n, dunque x —y =
(2 — z,w — ¢(2)). Sara necessario perturbare intorno a 2’ senza poter usare la semplificazione delle
notazioni dovuta al fatto che V(zg) = 0.
Comunque questa ¢ la traccia, a futura memoria. Fisso 2z’ e assumo, per semplicita notazionale, che
V¢(2') = 0. L’integrando &

w=¢(z) = (' = 2) - Vo(2)

(12" = 22 + [w — ¢(2)[2)3/2

Riscrivo il numeratore come

(w—¢(2') + (6(2) — d(2) — (2 — 2) - V(2))

Il secondo termine & di ordine |2’ — z|?, dunque da origine a un termine sommabile perché diviso per
il denominatore diverge come 1/|2’ — z|. Riscrivo Pargomento della potenza al denominatore come

2(w = ¢()(¢(2) = $(2)) + (6(2') — ¢(Z))2)>
2" = 22 + lw — $(2) ]2

( = = + o = o) (1+
Poiché ho potuto scegliere V(2') = 0, vale |¢(z) — ¢(2)| < c]2’ — z|> dunque

2w — $()1$(2) = d()| + ($(2) = 6())*) _ . |w—o()| + |2 =2 52
|2 = 27 + [w — ¢(2') 2 S T w2/ le() — () = <12

L’ultima disuguaglianza & vera se assumo, |z — x| < ¢d2. Infatti

lw— ()] < [w — B(20)] + [$(20) — ¢(2)] < €6

(comunque basterebbe anche che fosse di ordine ¢, in ogni caso il tutto & stimato da costante pit
piccola di 1). Rimane dunque da integrare

w = 6(=))
(12 =2+ Tw = 6P

e, procedendo come nel caso piano, si dimostra che 'integrale sulla regione |z — 29| < § ¢ limitato
uniformemente in 4.

15.5 Il problema di Laplace-Neumann

Il problema di Laplace-Neumann puo essere tradotto in una equazione integrale al bordo. Cerchiamo
infatti una soluzione di
{ Au(x) inxeQ

=0
Opu(z) =g(z) inx € 0N
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tra i potenziali di singolo strato us = G * u, con u distribuzione di carica continua su 0€2. Se u = ug,
allora

o) = Dhuta) = Ousle) = (@) + | 0,.Gle—y)ulw)o(ay

Dunque us & soluzione del problema di Laplace-Neumann se p risolve 'equazione integrale di tipo
Fredholm

1
3@+ [ 0.6 = pul)eds) = o)

Noto che per Ianalisi svolta in precedenza, la singolarita di 9,,G(z — y) ¢ di ordine 1/|z — y|,
da integrare in dimensione 2, e gli operatori integrali (su limitati) con singolarita 1/|z — y|®, sono
compatti in R® se a < n. Dunque l'operatore che compare nell’equazione integrale é compatto.
Discutero l'esistenza delle soluzioni solo dopo aver illustrato il caso del potenziale di doppio strato,
ma osservo che la condizione di compatibilitd su g (che |, aq = 0), implica che siamo nel caso di
soluzione non unica, infatti u & determinata a meno di costanti, e inoltre il kernel dell’aggiunto non
piu essere banale.

15.6 Il problema di Laplace-Neumann esterno
Nello stesso modo posso tradurre il problema di Laplace-Neumann esterno in un’equazione integrale:

Au(z) =0 inzeQ’
Opu(x) = g(r) inz € I

(per n intendo sempre la normale esterna a Q). Se u = us, potenziale di singolo strato, g = 9, us,
dunque p deve risolvere I'equazione integrale

1
—50(0) + /m O, Gz —y)u(y)o(y)dy = g

Faccio ora un’importante osservazione sull’unicitd. Sia wus soluzione dell’equazione integrale con
condizione al bordo omogenea. Allora, in dimensione R3, per |z| — +oo, |us(z)] = O(1/|z]) e
|Vus(z)] = O(1/|z|?) (questi due andamenti si trovano usando il fatto che ug & la convoluzione di G
con una misura a supporto in un limitato, provarli per esercizio). Ne segue che, se Br ¢ una sfera
di raggio R e centro 0, che contiene ). usando il teorema della divergenza,

/ |V |? :/ Ug Opllg
Br\Q OBr

(Iintegrale sul bordo 92 ¢ 0 perché abbiamo assunto 9, us = 0). L’integrando va a zero come 1/R3,
mentre la misura di dBpr & 47 R?, dunque il membro di destra tende a 0 per R — +o0o. Ne segue

che
/ |Vus|*> =0,
Br\Q

dunque ug @& costante. D’altra parte, us — 0 per |z| — +o0, e dunque ¢é 0.

Lo stesso risultato vale in dimensione maggiore di 3, e in dimensione 2, dove perd & necessario
essere pill accurati, infatti in dimensione 2 us(z) diverge logaritmicamente, e Vu, va a zero solo
come 1/|z|, e dunque non sembra essere vero che l'integrale di |Vus| ¢ 0. D’altra parte us risolve il
problema di Laplace-Neumann all’interno, con condizione al contorno

Oy us(z) = p(z)

Affinché il problema di Laplace-Neumann sia risolubile in un limitato & perd necessario che sia
verificata la condizione di compatibilia [y, u(x)o(dz) = 0. Ma allora, u, ¢ un potenziale di strato
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singolo con carica totale nulla e quindi (completare per esercizio), per |x| — +oc il primo termine
significativo € quello di dipolo, dunque

us(z) = O(1/|z]) Vus(z) = O(1/|zf)

In questo modo otteniamo che |[Vus| = 0 e quindi abbiamo 'unicita nella classe dei potenziali di
singolo strato in ogni dimensione.

Come conseguenza, si ottiene che il kernel dell’operatore

b —gu(a) + /a 0,.Gl = yl)o(dy)

é banale. Infatti, se non fosse banale us sarebbe una soluzione al problema di Laplace-Neumann
esterno con condizione omogenea, e dunque ug = 0 fuori da ). Inoltre ug risolve il problema di
Laplace all’interno, ed essendo continua in R™, vale 0 al bordo. Per unicita delle soluzioni di Laplace-
Dirichlet, us & identicamente nulla, e quindi il salto della derivata normale, pari a —u, & nullo.
Dunque p = 0. Questa osservazione sara fondamentale per risolvere il problema di Laplace-Dirichlet.

15.7 Unicita per problema di Laplace-Neumann esterno

Nel punto precedente, ho provato I'unicita delle soluzioni per il problema di Laplace-Neumann nella
classe di quelle ottenute come potenziale di strato singolo.

Questo argomento pud essere generalizzato a tutte le soluzioni del problema di Laplace-Neumann,
che tendono a 0 all’infinito. Infatti, se u é soluzione

0= / Au = Opu(x)o(dz)
Br\Q oBR

(sul bordo di 2 l'integrale ¢ nullo perché stiamo considerando soluzioni con condizioni di Neumann
omogenee al bordo). Sia ora @ una funzione che coincide con u su Bf e prolungata C*° dentro Bp.
Sia f il suo laplaciano, che ha supporto compatto. @ soddisfa

Ni=f

inoltre d,u = 0 su 0B,. Integrando in B, si ottiene che fBR f= faBR Ot = 0. Siaorav=—-Gxf.
La differenza tra @ e v & una funzione armonica su R"™. Per costruzione, in ogni dimensione maggiore
o uguale a 2, v tende a 0 all’infinito (la funzione di Green non tende a zero in due dimensioni, ma
la carica totale & nulla, dunque la convoluzione tende a 0; si noti che in dimensione uno, se la carica
totale ¢ nulla, 'energia potenziale tende a costante, non necessariamente nulla). Poiché 4 coincide
con u fuori da Bpg, e ho assunto che u tende a 0 all’infinito, per il teorema di Liouville la differenza
v — U & zero, perché ¢ una funzione armonica che tende a zero all’'infinito (dimostrare per esercizio
a partire dal teorema di Liouville). Quindi @ = G * f, con f a integrale nullo, dunque u tende a 0
all'infinito come 1/|z|"~!, e il suo gradiente come 1/|x|".

Posso ora calcolare

[ 1wl = [ udu=o@rem)
BRrQ 0BR

che tende a 0, dunque u & costante, ma tendendo a 0 all’infinito, u & nulla.

Naturalmente non ¢’¢ unicita nella classe delle funzioni limitate, perché le costanti risolvono il
problema.

Esercizio 38.
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Sia p & una densita di carica L'(R™), a supporto compatto, sia u = G * u, con G funzione di Green

in dimensione n > 3
1 1

(n—2)|0B"| |x|"—2

dove |0B™| ¢ la misura del bordo della palla unitaria in dimensione n. Mostrare che

G(x) =

. - q
lim |z|" 2 u(z) =
dove ¢ = [ 11 @ la carica totale. Si noti che in dimensione 2 I'asserto ¢ falso (G = —1 log |z]).

Si mostri che in ogni dimensione:

lim sup |2 V()] < clg
|z|—+o0

dove ¢ & una costante.
Si mostri che, sen>2e q=0,

limsup || ju(z)| < ¢, limsup |z|” |[Vu(z)| < cq].
|z| =400 |z| =400

Usare questa stima per concludere che, in ogni dimensione, per R — +o0,

1 1
=c——0

n—1

Bgr

Analizzare, per completezza, anche il caso unidimensionale, in cui vale lo stesso risultato.

15.8 Potenziale di doppio strato

Se p ¢ una funzione limitata su 0€Q, il potenziale di doppio strato generato da u & definito da

uq(r) = /m On, G(x — y)u(y)o(dy)

(spesso nei testi viene definito con il —, ma visto che in questa trattazione i segni sono cruciali,
preferisco usare la definizione meno insidiosa).

Ricordo che n - VG(z) ¢ il potenziale generato da un dipolo nell’origine orientato come n, infatti,
in distribuzione, questo potenziale & generato da n - Vé(x), cioé dal limite

1
lim — (¢ en) —d(x —e¢
lim o~ (8(z + en) — 6(z — en))
che fisicamente corrisponde a considerare due cariche di segno molto vicine, e abbastanza grande
da poter vedere il potenziale “prima” della cancellazione dovuta ai segni opposti.

Il potenziale di doppio strato ¢ una funzione armonica in R? — 9Q. Inoltre, se zo € 91, il nucleo
On,G(z — y) ¢ sommabile intorno alla singolarita, perché diverge come 1/|z — y|, sommabile in
dimensione 2 (ometto la dimostrazione, perché ¢ analoga a quella fatta per la derivata normale del
potenziale di strato singolo).

Il potenziale di singolo strato é discontinuo sul bordo. Per dimostrarlo, considero prima un caso
particolare, il cui contenuto prende il nome di lemma di Gauss.

15.9 Lemma di Gauss
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Ricordo che se u e v sono due funzioni regolari in Q e di classe C' fino al bordo, allora vale la II
identita di Green:

/(U(y)ﬁv(y) —v(y)Au(y)) dy =/ (u(y) On, v(y) — v(y) On,u(y))o(dy)
Q o2

Scegliendo v(y) = G(x — y) si ottiene la III identita di Green, che viene dimostrata attraverso
la tecnica dell’isolamento della singolarita. Uso la stessa tecnica qui, scegliendo v = 1 in 2. Sia
B: = B.(x), e sia Q. = Q\B.. Riscrivo la II identita di Green per questo dominio, usando il fatto
che, fuori da B, AG(x —y) = 0, e che le derivate di u sono nulle. Il membro di sinistra ¢ dunque
zero, a destra rimane

0= /aQE On, G(z —y)o(dy)

Se x ¢ Q, per ¢ sufficientemente piccolo Q. = €2, e dunque 99, = 9. Dunque

/ On,G(z —y)o(dy) =0
o0

Se invece x € €, per ¢ sufficientemente piccolo 9, = 0B N ). Dunque, ricordando che la normale
esterna a . su 0B; é opposta alla normale esterna a B, si ha

1 Yy— Yy— 1
/m O, G(z — y)o(dy) = —47T/ (dy) = -7 /B o(dy) = -1

. o
B ly—x ly—a

Infine, supponiamo che x € 9. Allora
00 = (0Q\B:) U (0B- N N)
Il contributo su 90\ B; tende a
| on,Gla = otay).

Il secondo contributo &

1
4me? /ry|=€ o(dy)
yeN

che, se x & un punto in cui 92 ha vettore normale n, tende a
1 2r 1
- dy) = 25 = =
Are? /w—ye oldy) = 10 = 3
(y—z)n>0

(provare questa affermazione per esercizio, usando una carta locale centrata in x per calcolare
Pintegrale). Dunque

1
/ On,G(z —y)o(dy) + 5 = 0.
20 2

In definitiva:
-1 sex €0

/ On,G(x —y)o(dy) = —1/2 sex € 9N
0% 0 sex & Q

Posso quindi osservare che, se zg € OS2

lim On,G(z —y)o(dy) = j:% + / On, G (z0 — y)o(dy)
o002

x—m(:)t o0

infatti il secondo integrale ¢ —1/2, dunque la somma ¢ 0 se = ¢ fuori da Q, ed & —1 se x & dentro Q.
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Cioé¢ il potenziale di doppio strato, per 4 = 1, ha effettivamente in salto lungo la frontiera. Lo stesso
accade per p non costante.

15.10 1l salto del potenziale di doppio strato

Data p continua, sia
uq(z) = /aQ On, Gz — y)pu(y)o(dy)
e sia zg € 0f). Riscrivo ug usando il lemma di Gauss, supponendo x € (2

wa(z) = /a 00, Gl =~ )(uy) ~ uav)o(dy) — plao) =

/ Oy (G(z — y) — Glao — 1) (uly) — plro)o(dy) + / B, G0 — ) (uly) — (o) (dy) — (o) =
o0 o0

R+ [ 0u,6lan =~ p)uls)o(dy) + guta) = ptan) = —gu(eo) + [ 00,Gla —nu(w)oldy) + R
Provo che il termine
R= [ 00, (G(z —y) = Gzo —y))(u(y) — plx))o(dy)

o0

tende a 0 per x — xg. Sia By = Bs(zp). Come nel caso della derivata normale del potenziale di

strato singolo,
[ lonGa-yl<e
0QNBs

e la stessa stima vale per x = 9. Dunque, per continuitd di p e convergenza dominata, l'integrale
tende a 0. L’integrale sulla regione 0Q\ Bs tende invece a 0 per la continuita di d,, |G (2 —y)| lontano
dalla singolarita.

In definitiva, abbiamo provato che

lim, wa(w) = £ 5u(e0) + [ 0,Glo ~ puy)o(dy
o0

+
T—=Tq 2

15.11 11 problema di Laplace-Dirichlet
Sia K loperatore

Ku(x) = /a 0,6l = ul)o(d)

definito e compatto da L2(9f2) in sé (vedi le considerazioni svolte precedentemente).
Posso trasformare il problema di Laplace-Dirichlet in una equazione integrale per u. Infatti, se cerco

la soluzione di
Au(z) =0 perz el
u(z) = f(z) perz eI

nella forma u = ug, la condizione al contorno diventa

f= lim uy(z) = —l,u(a:o) + Ku(xo) (10)

T—=Ty 2

Quindi posso trovare una soluzione se trovo u che risolve questa equazione di Fredholm con nucleo
compatto.

84



Per verificare la sua risolubilita per qualunque f, devo mostrare che il nucleo dell’aggiunto é vuoto.
Determiniamo ’aggiunto dell’operatore K. Poiché il nucleo di K ¢

ny - VyG(z —y) = —ny - (VG)(z — y)
Il nucleo dell’aggiunto K* &
—ng - (VG)(y — &) = ng - VoG — y) = 0n, Gz — y)
K* & dunque proprio il nucleo che compare nella derivata normale del potenziale di singolo strato.

L’equazione (10]) ha soluzione per ogni f se e solo se

1 *
—gl@o) + K p(zo) =0

ha solo la soluzione banale, ma questo ¢ esattamente quello che succede. Infatti, come abbiamo
mostrato precedentemente, la soluzione p di questa equazione genera un potenziale di strato singolo
us che risolve 'equazione di Neumann nel dominio esterno, che pero risulta essere nulla. D’altra
parte ug € continuo, dunque ug risolve anche I’equazione di Laplace all’interno di §2 con condizione
nulla al bordo. Per unicita, ne segue che us ¢ identicamente nulla, dunque lo sono anche fowus = 0.
Ne segue che il salto di us € zero, ma allora, infine, u = 0.

Quindi il nucleo dell’aggiunto é banale, e dunque ’equazione di Fredholm associata al problema di
Laplace-Dirichlet ha soluzione per ogni f.

Rimane un ultimo dettaglio da sistemare: tutta questa analisi e anche parte delle dimostrazioni
presuppongono che p sia continua. Dunque é necessario assicurarsi che le eventuali soluzioni delle
equazioni di Fredholm per K e K* sono continue.

15.12 La continuita delle soluzioni

Considero un caso modello, al quale ci si puod ridurre passando a carte locali. Sia D un dominio
limitato in R™. Sia A un operatore integrale della forma

Aute) = [ L)

|z — y|*

con a < n e a(zr,y) funzione regolare. Ho gia provato che un operatore di questo tipo & compatto
nel punto [10.9] a proposito dei nuclei singolari. Ora mostro che se p risolve

p+Ap=f
con f continua, allora p & continua.

Siano As e A, gli operatori

Aswle) = [ @) 0y Ae) = / a@y) o

N{|lz—y|<d} ‘.%' - y‘a N{|lz—y|>d} ‘.ZL‘ - y‘a

E semplice provare che se u € L2 allora la funzione A,u(z) & continua. Infatti

/ 22D otay) - [ a209) oy
D

|Arp(z) — Arp(zo)| = o o
A{lz—y|>5} 1T — Yl D{|zo—y|>6} 170 — Y|

<),
D{|z—y|=6}

a(z,y) _ a(zo,y)

lz—yl* |z —yl|*

jutlota) + | (B uylo(ay)

85



dove
Qs =DN({lz -yl =0} A{lzo —y| > d})

L’integrale su ()5 € stimato da
lalloe |l 2 v/1Qs]

e la misura di Qs va a zero come 6" !|x — xg|. Il primo termine va a 0 se x — zg, per la continuita
la(z,y)

e uniforme in y se |x — y| > 4.

in xq di

Studio ora il termine As. Intanto noto che

1
/ |Asg(@)]? < IICL!@O/ dx/ dyl/ dys ~ —[g(y1)l l9(y2)]
D D JDA{lo—yl<s} Dr{ja—yl<s} 1T —y1l¥z — 2l

da cui, usando che

—_

9yl l9(w2)l < 5 (9(v1)* + 9(2)%)

2
1
[ 1sg@)? < llalilole [ s
D zl<s |7l

e quindi la norma operatoriale in L? di A ¢é stimata da

si ottiene che

1A]| < cllallocd”

con B =n — «a > 0. D’altra parte, anche la norma operatoriale in L & piccola, infatti

1
As9(2)] < allsollglloe / Azt = e (lalloollglloc

zl<s 12]®

Sia ora ¢ abbastanza piccolo tale che ||As|| < 1. Posso riscrivere I'equazione come

(I_A5):LL:ATM+JC

A ¢ fissato, al secondo membro compaiono funzioni continue (f lo ¢ per ipotesi, A,u lo é non
appena p esiste in L?). Se provo che l'inverso di I — As porta una funzione continua g in una
funzione continua, concludo che se u € L?(D), allora p & continua perché

p=(I—As) " (Arp+ f).

L’inverso si ottiene con la serie di Neumann, che converge in L? perché § & piccolo. Ma se § ¢
piccolo, la serie converge anche nella norma uniforme, infatti, come si ottiene iterando la stima per
|Ag|(x) fatta sopra,

A3 g| = (c6”)"lall l9lloo-

Per ottenere la tesi, basta dunque provare che A porta funzioni continue in funzioni continue e
invocare il fatto che il limite uniforme di funzioni continue & continuo. Sia 1 > 0, definisco
anp = sup |a(z,z+2)—a(@o,z+ o), gy= sup |g(z)— g(zo)|

x,x0,2€D x,x0€D
lz—zol<n lz—zo|<n

Sia |x — x| =, esia Dsg(z) ={z: |z| <e, x+ 2z € Q}

1
[Asg(x) — Asg(@o)| < / " W\a(% z+x)g(z + x) — a(wo, 2 + 20)g(z + o) |+
Ds(x

1 1
/ a0, 7 + z0)a(z + 7o) — / a0,z + z0)g(z + o)
Ds () 2| Ds(xo) 2|
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Il primo termine é stimato da
c8” (anllglloo + lalloogn)

e tende a 0 per x — xg. Il secondo termine & stimato da

lalloo [1gllo|Qs]

dove
Qs = Ds(x) A Ds(wo) = DN ({|o —y[ =6} A {[zo —y[ = 0})

la cui misura tende a 0 se x — xg.
Quindi Ag(x) ¢ continua se g ¢ continua; ne segue che A"g ¢ continua, €, poiché la serie converge
uniformemente, (I — A(;)*lg ¢ continua se g € continua.

15.13 La soluzione del problema di Laplace-Neumann

Possiamo infine affrontare il problema di Laplace-Neumann interno. Come abbiamo visto, cercando
una soluzione del tipo potenziale di strato singolo, si ottiene un’equazione di Fredholm per la densita
di carica al bordo: .

ght K=y

dove ¢ ¢é la condizione al bordo per la derivata normale.
Sappiamo gid che ¢’@ una condizione necessaria, per I'esistenza di una soluzione u, infatti

OZ/Au: anu:/ g.
Q N onN

D’altra parte questa condizione di ortogonalitd per g é anche conseguenza diretta dell’equazione,
infatti, indicando con (f, g) il prodotto scalare su €2, si ha

(1,9) = 500,00+ (LK) = S (1,0 + (K1) = 5(1,0) = (1) =0

dove l'uguaglianza k1 = —1/2 ¢ conseguenza del lemma di Gauss. Vederemo, con una certa fatica,
che la condizione (1, g) = 0 & necessaria e sufficiente per ’esistenza delle soluzioni.

In accordo alla teoria degli operatori compatti, ’equazione per p ha soluzione per ogni g se ’equa-
zione aggiunta omogenea ha solo la soluzione nulla. L’equazione aggiunta omogenea &

1. -

—i+Kp=0

2
Ricordo che se [i risolve questa equazione, allora il potenziale di doppio strato generato da i vale

a 0 sul bordo esterno. L’equazione aggiunta ha soluzioni non banali, infatti se i = 1, il Lemma di
Gauss garantisce che K1 = —1/2, e dunque ’equazione é soddisfatta.

Dimostreremo che le uniche soluzioni dell’equazione omogenea associata sono le costanti, e dunque
I’equazione di partenza é risolubile se e solo se g & ortogonale alle costanti, che & proprio la condizione
di compatibilita che ci era gia nota.

Il punto chiave di questa dimostrazione é che il potenziale di doppio strato & discontinuo al bordo,
ma la sua derivata normale é continua, come mostreremo nel paragrafo successivo. Sia dunque [
una soluzione dell’equazione omogenea associata, e sia 4 il potenziale di doppio strato da essa
generato. Fuori da Q, 14 ¢ nulla, dunque 9, 14 ¢ nulla sul bordo. Poiché la derivata normale ¢
continua, g risolve anche il problema di Laplace-Neumann all’interno, con condizione omogenea al
bordo, dunque 14 & costante all’interno, infatti

/|vad|2=/ Tig Onfig = 0
Q o0
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Dunque

,u:ﬂj—ﬂ; =0 — cost
dove con @ indico il limite da fuori e da dentro di g, quindi [ € costante, come volevamo dimostrare.
d » 4 1% ’

15.14 La derivata normale del potenziale di doppio strato

Sia p una distribuzione di dipolo continua su 0€2, e sia ug il potenziale di doppio strato generato da
. Sia xg € 0L, e siano uf(xo) i limiti da fuori e da dentro di ug in xg. Sia n la normale esterna in
zo. Provero che

lim <i(ud(:1:o +en) — uf (w0)) — — (g (w0) — (o — 5n))) ~0

cioe O ug(xo) = 9, ug(zo). Valuto la differenza tra i due termini in parentesi:

D = ug(wo +en) — uf (z0) — uy (z0) — ua(ro — en) = ug(zo + en) + ug(ro — en) — uf (xo) — uy (o)
= /BQ (On, G(z0 +en —y) On, G(z0 — en — y) — 205, G(w0 — y)) p(y)o(dy)

Per il lemma di Gauss,

G(xo+en—y)o(dy) =0

o0N

G(zg —en —y)o(dy) = —1
oN

G(zo —y)o(dy) = —1/2
o0

dunque

; (O, G(z0 + en — y) + On,G(xg —en — y) — 20,,G (w0 — y)) o(dy) =0
Q

Quindi si puo scrivere
D= . (On, G(w0 +en —y) + 9y, G(z0 — en — y) — 20,,G(x0 — y)) (1(y) — p(w0))o(dy) =0

e la tesi ¢ dimostrata se proviamo che D tende a zero piu rapidamente di €. Come al solito, sia
Bs = Bs(wg). L’integrale su 9Q\Bs ¢ di ordine €2, perché lontano dalla singolarita il nucleo &
regolare, ed ¢ la derivata seconda discreta di passo ¢ nella direzione di n. Per Uintegrale in 92 N By
considero solo il caso del bordo rettificato. Sia dunque zg =0, n = (0,0, 1), sia y = (y1, y2)

1 +e

On,G(xg £en —y) = I (G 5 2

On,G(x0—y) =0

Dunque la differenza é proprio zero. Lascio al lettore il tentativo di provare nel caso generale che
Pintegrale su 0€2 N Bs tende a 0 pill rapidamente di €.

Appunti per un tentativo di calcolo:

1 /5 € q (&) €
o 5 a5 =sgn(g) — ——
o Jo (P eRprl TN T U
Se scelgo € > 0, posso derivare in € e ottengo
1[5 222 . 52
or Jo (2 122" T (52 4 2)3
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che purtroppo é divergente in ¢, se prima passo al limite ¢ — 0. Comunque il Bitsadze usa pu
regolare, e forse stavolta € indispensabile, solo che poi va controllato che le soluzioni dell’equazione
di Fredholm conservano la regolarita...

15.15 Conduttori carichi

Come noto dai corsi di fisica generale, in un conduttore carico in condizioni di equilibrio, la carica si
distribuisce sulla superficie. Se cosi non fosse, ci sarebbe un campo elettrico interno (per il teorema
di Gauss, intorno a una carica c¢’¢ sempre un flusso del campo), dunque gli elettroni del conduttore
verrebbero accelerati, contro l'ipotesi di equibrio. Per lo stesso motivo, la superficie del conduttore
deve essere equipotenziale, in modo che il campo sia normale alla superficie (altrimenti gli elettroni
al bordo verrebbero accelerati).

In questa descrizione fisica, si tiene in conto della carica aggiunta e dell’esistenza di elettroni liberi
di muoversi nel conduttore.

Dal punto di vista matematico, la distribuzione di cariche al bordo v genera un potenziale di singolo
strato. Se il sistema, & in equilibrio, questa distribuzione deve minimizzare 1’energia.

Per una distribuzione di carica p a supporto compatto, che genera un potenziale G * p 'energia su

tutto lo spazio &
1 1
/|Vu2: lim / V2
2 R—+o00 2 BR(O)
1

i 5 [ wou s |
= m - -
Rotoo 2 Jop, "M T ) 1P

In dimensione 3, u decade come 1/|z|, Vu come 1/|z|?> quindi il termine di bordo va a 0 (in
dimensione due non ¢é cosi). Quindi per una distribuzione di strato singolo v, I'energia &

E=t / V()G (x — y)v(y)o(dz)o(dy)
(

Assegnato il valore della carica, sia [ v = 1, trovare il minimo per E corrisponde a trovare i punti

stazionari del funzionale vincolato
ol
15)9)

FE & una forma quadratica, ed ¢ immediato verificare che la condizione di stazionarieta é

G(x —y)v(y)o(dy) =~
[s]9)

da risolvere con il vincolo [ v = 1. Se questa soluzione esiste, allora il potenziale di singolo strato
us = G * v & costante al bordo, e, poiché all'interno verifica ’equazione di Laplace, & costante in
tutto . Ne segue che 9, us = 0, e dunque v deve risolvere ’equazione

1
§I/+K*I/:0

Come abbiamo visto, I’equazione aggiunta ha kernel non banale di dimensione 1 (il kernel ¢ costituito
dalle funzioni costanti). Dunque, esiste una ed una sola soluzione del problema assegnato, a patto
di dimostrare che la soluzione v dell’equazione al bordo ha integrale non nullo (altrimenti non
esisterebbe soluzione a carica totale assegnata non nulla).

Per dimostrare questa affermazione, servono due passaggi intermedi. Sia p(z) = v(z)d(z € 9Q).

Passando in Fourier,
1

E=j [ RPHOP
2 Jps
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dove
1

p(A) = 2 /&m e My (x)o(dz)

Dunque E é un funzionale semidefinito positivo. Noto inoltre che u — G*u € un operatore compatto
autoaggiunto, dunque & diagonalizzabile. D’altra parte, I’equazione al bordo

G(z —y)v(y)o(dy) =0
o0
ha solo la soluzione nulla, come abbiamo gia visto (infatti il potenziale di singolo strato ug generato
da v ¢ nullo ovunque, dunque il salto della sua derivata normale, pari a —v & nullo). Quindi se
v # 0, E é non nulla. Supponiamo ora che v non nulla risolva %1/ + K*v = 0. Al bordo

G(r —y)v(y)o(dy) =~
o0

con « non nullo. Moltiplicando per v e integrando si ha che

7/99VU(d$)z2E#O

dunque v ha integrale non nullo.

Dovrebbe essere possibile dimostrare che v ha segno definito, ma in questo momento non mi viene
una dimostrazione semplice.

15.16 Qualche ossevazione

Si puo trasformare il problema di Laplace-Dirichlet esterno

Au=0 inQ°
u=f su 0N

nell’equazione di Fredholm

1
ht+Ep=f

, cercando u come il potenziale di doppio strato generato da . Questa equazione non ha soluzione
unica, infatti, se p = 1 si ottiene una soluzione non nulla per il caso f = 0. Questo non significa che
il problema di Laplace-Dirichlet esterno abbia pitu di una soluzione, infatti yu = 1 genera la soluzione
nulla.

Rimane il dubbio se la soluzione esista per ogni f. Per 'equazione di Fredholm la risposta & no,
perché f deve essere ortogonale alla distribuzione v determinata nel punto precedente. Questo
non vuol dire che il problema di Laplace-Dirichlet non abbia soluzione. Si consideri come esempio
2 = By(0). In tal caso v & costante, e il potenziale di singolo strato generato da v risolve il
problema di Lapalce-Dirichlet con condizione costante 7 su dB1(0) (notare comunque che questo
potenziale & uguale a gamma/|z|). D’altra parte, non esiste nessuna distribuzione di dipolo che
generi un potenziale non nullo sulla frontiera esterna. Infatti, per simmetria dovrebbe essere una
distribuzione costante, che pero, per il Lemma di Gauss, genera un potenziale nulla sulla frontiera
esterna.

Quello che mi sembra accadere nel caso generale, & che se f = v non esiste una soluzione di doppio
strato per il problema, ma esiste una soluzione di altro tipo. Si noti che per il problema esterno con
condizione costante al bordo, esiste sempre la soluzione di strato singolo data da v.
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Infine, ci potrebbe chiedere se non sarebbe pitt semplice cercare la soluzione del problema di Laplace-
Dirichlet nella forma di un potenziale di singolo strato. Se f & il dato al bordo, ’equazione da
risolvere sarebbe
- Gz —y)uy)o(dy) = g(x)  per z € 09

I membro di destra & ’azione di un operatore integrale su p. Si tratta di un operatore compatto
e autoaggiunto (provare per esecizio). Il kernel di questo operatore & banale (come abbiamo visto
sopra), ma la risoluzione di questa equazione per ogni g € L? & comunque impossibile, perché gli
operatori compatti non hanno inverso continuo, e il range dell’operatore, in questo caso, & solo
denso.

Esercizio 39. Domini non semplicemente connessi

Prova a formulare il problema di Laplace-Dirichlet per un dominio non semplicemente connesso (per
semplicita con un solo buco), tentando di riprodurre la teoria appena sviluppata.
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