6 Onde in serie e trasformata di Fourier, e relazione di
dispersione

Esercizio 6.1 Onda illimitata con attrito viscoso

Risolvi con la trasformata di Fourier ’equazione delle onde in |R con velocita ¢ e attrito viscoso
(9t2u = 8§u — 208 Oy,

per un generico dato iniziale.

Esercizio 6.2 Onda illimitata con attrito interno

Risolvi con la trasformata di Fourier 'equazione delle onde con velocita ¢ e attrito interno
O*u = % 0%u + 2/ 0; 02w,

per un generico dato iniziale. Mostra che i modi con alti numeri d’onda vengono smorzati piu
rapidamente.
Mostra che se inizialmente ’energia meccanica totale

% /R (0u)? + 2 (0,u)?)

é limitata, allora decresce nel tempo

Esercizio 6.3

Risolvi ’equazione delle onde con velocitd ¢ e attrito interno
OPu =  0*u + 26 0, 9*u,
con dato iniziale u(x,0) = 0 e dyu(x,0) = sinz.

Studia I’andamento della soluzione al variare di .

Esercizio 6.4

Risolvi I’equazione forzata
O*u = 2 0%u + 26 0; 0%u + sin(z)
con dato iniziale u(z,0) = 0 e dyu(x,0) = 0.

Studia I’andamento della soluzione al variare di .

Esercizio 6.5 L’equazione di Eulero-Bernoulli con attrito viscoso

Risolvi con la trasformata di Fourier ’equazione di Eulero Bernoulli con attrito viscoso:

O}u = — Ou — 23 O

Esercizio 6.6

Risolvi ’equazione
OPu = —tu — 26 0yu + cosx

e studia ’andamento della soluzione.

Esercizio 6.7
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Considera in tutto R I'equazione
0P = 0, (1+ u?) dpu) +u — u?

Determina i profili di equilibrio, cioé le costanti @ tali che u(z,t) = u risolva I’equazione.
Discuti I’esistenza di piccoli moti ondosi introno alle soluzioni di equilibrio costanti.

Esercizio 6.8 Sine-Gordon
Considera in tutto R I'equazione

076 = 93¢ + sin ¢

Determina la Lagrangiana e ’energia.

Determina i profili di equilibrio, cioé le constanti ¢ tali che ¢(z,t) = ¢ risolve 'equazione.

Scrivi le equazioni delle piccole oscillazioni intorno alle posizioni di equilibrio, e determina la corri-
spondente relazione di dispersione, discutendo i casi in cui effettivamente il moto linearizzato ¢ un
moto di propagazione ondosa.

Esercizio 6.9 Equazione di Schrodinger

L’equazione che descrive il moto di una particella quantistica di massa m, libera di muoversi lungo
una retta é

ﬁZ

dove la funzione complessa 1, ¢ la funzione d’onda (o ampiezza di probabilita), e & ¢ la cosidetta
costante di Plank “ridotta”. Fisicamente, p(z,t) = |1 (z,t)|? & la densita di probabilita di trovare la
particella nel punto z.

Scrivi ’equazione in trasformata di Fourier, e determina la relazione di dispersione.

Risolvi I'’equazione con dato iniziale 1 z,0) = (2mo2)/4e=7*/(20%) ¢ calcola p(z, t).

Esercizio 6.10

Risolvi in serie di Fourier ’equazione delle onde con velocita ¢, in [—7, 7] con condizioni periodiche
al bordo, per il dato iniziale ug(z) = X{z € [a —e,a + €]}, e 4p(z) =0, con a € (—m,7) e e < 7.

Esercizio 6.11

Risolvi in serie di Fourier 1’equazione delle onde con velocita ¢, in [—m, 7] con condizioni periodiche
al bordo, per il dato iniziale @y(x) = X¥{x € [a —e,a+ €]}, e up(x) =0, con a € (—m,7) ec < .

Esercizio 6.12

Risolvi in serie di Fourier ’equazione delle onde con velocita ¢, in [0, 7] con condizioni nulle al bordo,
per il dato iniziale ug(z) = X{z € [a —¢,a + €]}, e Gp(z) = 0, con a € (0,7) e ¢ sufficientemente
piccolo per dare senso al dato iniziale.

Esercizio 6.13

Risolvi ’equazione delle onde con velocita ¢, in [0,7] con condizioni nulle al bordo, per il dato
iniziale up(x) = 0, e up(z) = sin(4x).

Esercizio 6.14

Risolvi ’equazione
O*u = 02u + sin(4x)

in [0, 7], con condizioni nulle al bordo, e dato iniziale nullo.
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Esercizio 6.15

Risolvi in serie di Fourier ’equazione
Otu = 0%u + sin(z/2)

in [0, 27] con condizioni periodiche al bordo.
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