
6 Onde in serie e trasformata di Fourier, e relazione di

dispersione

Eserizio 6.1 Onda illimitata on attrito visoso

Risolvi on la trasformata di Fourier l'equazione delle onde in |R on veloità c e attrito visoso

∂2t u = c2 ∂2xu− 2β ∂tu,

per un generio dato iniziale.

Eserizio 6.2 Onda illimitata on attrito interno

Risolvi on la trasformata di Fourier l'equazione delle onde on veloità c e attrito interno

∂2t u = c2 ∂2xu+ 2β ∂t ∂
2
xu,

per un generio dato iniziale. Mostra he i modi on alti numeri d'onda vengono smorzati più

rapidamente.

Mostra he se inizialmente l'energia meania totale

1

2

∫

R

(

(∂tu)
2 + c2(∂xu)

2
)

è limitata, allora derese nel tempo

Eserizio 6.3

Risolvi l'equazione delle onde on veloità c e attrito interno

∂2t u = c2 ∂2xu+ 2β ∂t ∂
2
xu,

on dato iniziale u(x, 0) = 0 e ∂tu(x, 0) = sinx.
Studia l'andamento della soluzione al variare di β.

Eserizio 6.4

Risolvi l'equazione forzata

∂2t u = c2 ∂2xu+ 2β ∂t ∂
2
xu+ sin(x)

on dato iniziale u(x, 0) = 0 e ∂tu(x, 0) = 0.
Studia l'andamento della soluzione al variare di β.

Eserizio 6.5 L'equazione di Eulero-Bernoulli on attrito visoso

Risolvi on la trasformata di Fourier l'equazione di Eulero Bernoulli on attrito visoso:

∂2t u = − ∂4xu− 2β ∂tu

Eserizio 6.6

Risolvi l'equazione

∂2t u = − ∂4xu− 2β ∂tu+ cos x

e studia l'andamento della soluzione.

Eserizio 6.7
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Considera in tutto R l'equazione

∂2t u = ∂x
(

(1 + u2) ∂xu
)

+ u− u3

Determina i pro�li di equilibrio, ioè le ostanti ū tali he u(x, t) = ū risolva l'equazione.

Disuti l'esistenza di pioli moti ondosi introno alle soluzioni di equilibrio ostanti.

Eserizio 6.8 Sine-Gordon

Considera in tutto R l'equazione

∂2t φ = ∂2xφ+ sinφ

Determina la Lagrangiana e l'energia.

Determina i pro�li di equilibrio, ioè le onstanti φ̄ tali he φ(x, t) = φ̄ risolve l'equazione.

Srivi le equazioni delle piole osillazioni intorno alle posizioni di equilibrio, e determina la orri-

spondente relazione di dispersione, disutendo i asi in ui e�ettivamente il moto linearizzato è un

moto di propagazione ondosa.

Eserizio 6.9 Equazione di Shrödinger

L'equazione he desrive il moto di una partiella quantistia di massa m, libera di muoversi lungo

una retta è

i ∂tψ(x, t) = −
ℏ
2

2m
∂2xψ(x, t)

dove la funzione omplessa ψ, è la funzione d'onda (o ampiezza di probabilità), e ℏ è la osidetta

ostante di Plank �ridotta�. Fisiamente, ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 è la densità di probabilità di trovare la

partiella nel punto x.
Srivi l'equazione in trasformata di Fourier, e determina la relazione di dispersione.

Risolvi l'equazione on dato iniziale ψ(x, 0) = (2πσ2)1/4e−x2/(2σ2)
e alola ρ(x, t).

Eserizio 6.10

Risolvi in serie di Fourier l'equazione delle onde on veloità c, in [−π, π] on ondizioni periodihe

al bordo, per il dato iniziale u0(x) = X{x ∈ [a− ε, a+ ε]}, e u̇0(x) ≡ 0, on a ∈ (−π, π) e ε < π.

Eserizio 6.11

Risolvi in serie di Fourier l'equazione delle onde on veloità c, in [−π, π] on ondizioni periodihe

al bordo, per il dato iniziale u̇0(x) = X{x ∈ [a− ε, a+ ε]}, e u0(x) ≡ 0, on a ∈ (−π, π) e ε < π.

Eserizio 6.12

Risolvi in serie di Fourier l'equazione delle onde on veloità c, in [0, π] on ondizioni nulle al bordo,

per il dato iniziale u0(x) = X{x ∈ [a − ε, a + ε]}, e u̇0(x) ≡ 0, on a ∈ (0, π) e ε su�ientemente

piolo per dare senso al dato iniziale.

Eserizio 6.13

Risolvi l'equazione delle onde on veloità c, in [0, π] on ondizioni nulle al bordo, per il dato

iniziale u0(x) = 0, e u̇0(x) = sin(4x).

Eserizio 6.14

Risolvi l'equazione

∂2t u = ∂2xu+ sin(4x)

in [0, π], on ondizioni nulle al bordo, e dato iniziale nullo.
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Eserizio 6.15

Risolvi in serie di Fourier l'equazione

∂2t u = ∂2xu+ sin(x/2)

in [0, 2π] on ondizioni periodihe al bordo.
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