
5 Distribuzioni

Eser
izio 5.1

Mostra 
he la derivata nel senso delle distribuzioni di f(x) = |x| è la funzione segno sgn (x).

Eser
izio 5.2

Mostra 
he 
ome funzione di variabile reale

d

dx
sgn x =

{

0 se x 6= 0
non esiste se x = 0

Prova inve
e 
he, nel senso delle distribuzioni

d

dx
sgn x = 2δ(x)

Eser
izio 5.3

Cal
ola la derivata nel senso delle distribuzioni delle seguenti funzioni

X{x > 0}
X{x < 0}
X{x ∈ (a, b)}

Eser
izio 5.4

Considera la funzione di due variabili

X{x− ct > 0}
Cal
ola la sua derivata distribuzionale rispetto a x e 
al
ola la sua derivata distribuzionale rispetto

a t. Mostra 
he

d

dt
X{x− ct > 0} = −c d

dx
X{x− ct > 0}

Eser
izio 5.5

Determinare nel senso delle distribuzioni, la derivata di

f(x) = x2X{|x| < 1}

Eser
izio 5.6

Mostra 
he

xδ(x− 1) = δ(x− 1)

e, più in generale, 
he

f(x)δ(x − x0) = f(x0)

Eser
izio 5.7 Su

essioni di distribuzioni

Una su

essione di distribuzioni Fn 
onverge a F nel senso delle distribuzioni se ∀φ ∈ K

lim
n→+∞

F (φn) = F (φ)
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Mostra 
he, in questo senso,

δ(x) = lim
ε→0

1

2ε
X{|x| < ε}

dove δ è de�nita da

∫

δ(x)φ(x) dx = φ(0)

Eser
izio 5.8 δ-approssimanti

Sia g(x) una funzione 
ontinua positiva e di integrale 1. Mostra 
he

δ(x) = lim
ε→0

1

ε
g
(x

ε

)

La famiglia di funzioni

gε(x) =
1

ε
g
(x

ε

)

viene detta �δ-approssimante�.

Eser
izio 5.9

Usando la de�nizione pre
edente, provare 
he, se c > 0,

δ(cx) = lim
ε→0

1

2ε
X{|xc| < ε} =

1

c
δ(x)

Mostra 
he per c 6= 0
|c|δ(cx) = δ(x)

Eser
izio 5.10

Usando la de�nizione pre
edente, mostra 
he

δ(ex − e) = e−1δ(x− 1)

Più in generale, data f ∈ C
1
, supponi 
he l'equazione f(x) = f(x0) ammetta solo la soluzione

x = x0, e 
he f
′(x0) 6= 0. Dimostra 
he

δ(f(x)− f(x0)) =
1

|f ′(x0)|
δ(x− x0)

Generalizza la dimotrazione, provando 
he, nel 
aso l'equazione f(x) = c ammetta n soluzioni xi in


ui la derivata non è nulla,

δ(f(x)− a) =

n
∑

i=1

1

|f ′(xi)|
δ(x− xi)

Eser
izio 5.11

Sempli�
a più 
he puoi le seguenti espressioni:

δ(|x| − 2)
δ(x2 − 4)
δ(x2 + 4)
xδ(x2 − 4)

Eser
izio 5.12 Dipolo I
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Determina nel senso delle distribuzioni

p = lim
ε→0

1

2ε
(δ(x − ε)− δ(x+ ε))

Mostra 
he la distribuzione ottenuta ha �massa� nulla, nel senso 
he

∫

p(x) dx = 0, e 
he inve
e il

momento primo non è nullo, 
ioè

∫

xp(x) dx 6= 0.

Eser
izio 5.13 Dipolo II

Sia g(x) una funzione regolare, a media nulla. Determinare nel senso delle distribuzioni

lim
ε→0

1

ε2
g
(x

ε

)

Eser
izio 5.14 Dipolo III

Sia g(x) una densità di 
ari
a elettri
a, a supporto 
ompatto. Osservare questa 
ari
a da molto

lontano 
orrisponde a 
onsiderare la 
ari
a in variabili ris
alate 
on un parametro pi

olo ε:

gε(x) =
1

ε
g
(x

ε

)

Mostrare 
he sussite il seguente sviluppo in ε pi

olo (nel senso delle distribuzioni)

gε(x) = c0δ(x) + c1εδ
′(x) + c2ε

2δ(2) . . .

dove c0 è la 
ari
a totale, e c1 è il momento di dipolo della distribuzione.

Eser
izio 5.15 ** Continuità e limitatezza

Vale il seguente Teorema: F è un funzionale lineare e 
ontinuo su K se e solo se, per ogni 
ompatto

C, esiste una 
ostante a e un intero m, tale 
he per ogni φ ∈ K 
on supporto in C

|F (φ)| ≤ a sup |φ(m)|
Chiamerò �limitatezza su K� questa proprietà. Con questo eser
izio dimostrerari questo teorema.

• Prova 
he la limitatezza in K impli
a la 
ontinuità.

• Per il vi
eversa, prova innanzi tutto 
he se d è il diametro di un 
ompatto C e φ ∈ K ha

supporto in C, allora

sup |φ| ≤ d sup |φ′|
e più in generale, 
he se k < n

sup |φ(k)| ≤ d(n−k) sup |φ(n)|
Queste due asserzioni di
ono 
he puoi stimare una funzione a supporto 
ompatto in termini

delle sue derviate. Suggerimento: φ(x) =
∫

x

minC
φ′(z) dz. . .

• Supponi per assurdo 
he F sia 
ontinuo e non limitato. Prova 
he la non limitatezza impli
a


he esiste un 
ompatto C e una su

essione φn ∈ K 
on supporto in C tale 
he

|F (φn)| ≥ n(1 + dn) sup |φ(n)n |

• Mostra 
he la su

essione

ψn =
1√

n(1 + dn)
φn

tende a 0 in K.

• Mostra 
he F (ψn) non tende a 0 e dedu
i l'assurdità dell'ipotesi 
he F non fosse limitato su

K.
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