
3 Modelli mi
ros
opi
i ed Equazioni di Eulero-Lagrange

Eser
izio 3.1

Considera una 
atena di os
illatori nel piano 
artesiano fatta nel seguente modo. Sia n > 1 il

numero di os
illatori e sia ε = L/n.
I punti materiali di 
oordinate (εi+ui, vi) e massa M/n sono 
onse
utivamente legati da molle 
on

lunghezza riposo pari a λε, 
on λ ∈ (0, 1). Gli estremi sono �ssati: u0 = un = 0 = v0 = vn. Le


ostanti elasti
he delle molle sono tutte uguali a k.
S
rivere la lagrangiana delle pi

ole os
illazioni nelle variabili (ui, vi), 
on i = 1 . . . (n − 1). Mostra


he nel limite ε → 0, s
alando opportunamente k, le equazioni tendono formalmente alle equazioni

di una 
orda vibrante, sia nella variabile u 
he nella variabile v.

Eser
izio 3.2 Corda verti
ale

Considera una 
atena di os
illatori 
on il primo �ssato nell'origine di un piano 
artestiano, fatta nel

seguente modo. Sia n > 1 il numero di os
illatori e sia ε = L/n.
I punti materiali 
orrispondenti avranno 
oordinate (ui,−εi − vi) e massa M/n, e sono 
onse
uti-

vamente legati da molle 
on lunghezza riposo pari a ε. L'estremo iniziale è �ssato, 
on u0 = 0 = v0.
Le 
ostanti elasti
he delle molle sono tutte uguali a k. Sul sistema agis
e la gravità, diretta verso il

basso.

S
rivi la lagrangiana del sistema a n �ssato, e s
rivine il limite per n → +∞, ris
alando opportu-

namente la 
ostate k.

Considera u ≡ 0. Trova l'equazione per v e trova la soluzione di equilibrio (dovrai ipotizzare 
he v
è 
res
ente, veri�
a a posteriori 
he la soluzione travata ha questa proprietà).

Nella lagrangiana 
ompleta �ssa v alla soluzione di equilibrio 
he hai trovato, e s
rivi l'equazione

per u nel 
aso di pi

ole os
illazioni.

Eser
izio 3.3 * Aste

Un possibile modello per des
rivere in al
uni i 
asi il moto di una sottile e lunge asta si può ottenere


ome segue. Considera un sistema di n+1 punti materiali, di 
oordinate Pi = (iε, vi), 
on i ∈ 0 . . . n,

on ε = L/n. Ogni punto ha massa ρε = M/n, dove M è la massa 
omplessiva dell'asta. In ogni

punto è presente una �molla a torsione� 
he favoris
e l'allineamento tra i segmenti 
he PiPi−1 e

Pi+1Pi: detto αi l'angolo tra i due segmenti 
onse
utivi, la molla ha energia potenziale kα2
i
/2.

S
rivere la lagrangiana delle pi

ole os
illazioni, dis
utere il limite formale delle equazioni e della

lagrangiana delle pi

ole os
illazioni nel limite ε → 0, s
alando eventualmente i parametri.

Eser
izio 3.4

Considera una 
orda di densità ρ, sus
ettibile di deformazioni trasversali e longitudinali, des
ritta,

al tempo t, dalla 
urva

x →

(

x+ u(x, t)

v(x, t)

)


on estremi �ssati in (0, 0) e (L, 0). Supponi 
he l'energia potenziale sia T volte la lunghezza della


orda. S
rivi la lagrangiana e le equazioni del moto e s
rivi le equazioni del moto.

Linearizza le equazioni del moto.

Eser
izio 3.5 Equilibrio di un 
orda pesante I
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Usando le variabili u e v 
ome nell'eser
izio pre
edente, prova 
he la 
on�gurazione di equilibrio

di una 
orda elasti
a pesante �ssata agli estremi su un asse orizzontale, nel limite dei pi

oli

s
ostamenti, è data da una parabola.

Eser
izio 3.6 Equilibrio di un 
orda pesante II

Considera una 
orda pesante, per la quale l'energia potenziale elasti
a sia proporzionale alla lun-

ghezza della 
orda (vedi eser
izio 3.4). S
rivi le equazione per l'equilibrio.

Eser
izio 3.7 Equilibrio di un 
orda pesante III

Considera una 
orda pesante, per la quale l'energia elasti
a sia proporzionale all'integrale di (∂2
xu)

2+
(∂2

xv)
2
. Trova i pro�li di equilibrio ū e v̄. Mostra 
he nel 
aso dinami
o, u e v−v̄ veri�
ano l'equazione

delle onde.

Eser
izio 3.8 ** Catenaria

Considera un modello di 
atena 
omposta da n − 1 punti materiali di massa ερ, di 
oordinate

Pi = (xi, yi), i ∈ {1, . . . n − 1}; �ssa inoltre gli ulteriori punti (x0, y0) = (0, 0) e (xn, yn) = (L, 0). I

punti sono soggetti ai vin
oli |(xi+1, yi+1) − (xi, yi)| = ε, i ∈ {1, . . . n − 1} 
on nε = ℓ, 
on ℓ > L
(
ioè distano l'uno dall'altro esattamente ε). Usa 
ome variabili lagrangiane gli angoli θi 
he la

direzione del segmento 
he 
ongiunge Pi−1 a Pi forma 
on l'asse delle x. S
rivi l'energia potenziale

nel limite n → +∞, utilizzando 
ome variabile θ(s), dove s è l'as
issa 
urvilinea. Trova l'equazione

del minimo per l'energia potenziale, soggetta ai vin
oli 
he il punto �nale della 
atena 
oin
ida 
on

(L, 0). Mostra 
he l'equazione 
he si ottiene impli
a 
he

d

ds
tan θ(s) = cost

S
rivi questa equazione ipotizzando 
he la 
atena sia des
ritta dal pro�lo (x, f(x). L'equazione 
he

si ottiene si può risolvere espli
itamente e da 
ome pro�lo in 
oseno iperboli
o

(vedi http://it.wikipedia.org/wiki/Catenaria).

S
rivi l'energia 
ineti
a e le equazioni del moto 
orrispondenti.

Eser
izio 3.9

S
rivi la lagrangiana 
he ha 
ome equazioni di Eulero Lagrange

∂2
t u = c2 ∂2

xu− λu

Trova l'espressione del 
orrispondente integrale primo.

Eser
izio 3.10

S
rivi la lagrangiana 
he ha 
ome equazioni di Eulero Lagrange

∂2
t u = − ∂4

xu

Trova l'espressione del 
orrispodente integrale primo.

Considera la Lagrangiana trovata nel segmento [0, L] e dis
uti le 
ondizioni al 
ontorno da assegnare

a u per ottenere l'equazione data dal prin
ipio di azione stazionaria.

Eser
izio 3.11 *

Nell'equazione delle onde per il 
ampo elettromagneti
o 
ompare l'indi
e di rifrazione n(x) ≥ 1, 
he
dipende dal mezzo:

∂2
t u =

c2

n(x)
∂2
xu
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(questa è una versione s
alare dell'equazione, 
he in realtà riguarda le os
illazioni trasversali dei


ampi elettromagneti
i). Trova la 
orrispondente lagrangiana (nota 
he n può dipendere dalla

posizione x nel mezzo).

Trova l'espressione del 
orrispondente integrale primo.

Eser
izio 3.12 *

Sia a(x) > 0, trova la Lagrangiana per l'equazione

∂2
t u(x, t) = ∂x(a(x) ∂xu(x, t))

Trova l'espressione del 
orrispodente integrale primo.

Eser
izio 3.13

Sia

L[u] =

∫

1

0

L(∂tu, ∂xu, ∂
2
xu, ∂

3
xu)dx

una lagrangiana per la funzione u, assunta periodi
a in [0, 1]. S
rivi le equazioni di Eulero Lagrange

per u.

Eser
izio 3.14 Corda su tappeto elasti
o

Sia

L[u] =

∫

1

0

(

1

2
(∂tu)

2 −
c2

2
(∂xu)

2 −
γ

2
u2

)

una lagrangiana per la funzione u, assunta periodi
a in [0, 1]. S
rivi le equazioni di Eulero Lagrange

per u. Notare 
he l'energia potenziale 
osta di una parte di energia elasti
a interna e di una parte

di energia elasti
a di ri
hiamo dalla posizione u(x) ≡ 0.
Determina l'energia me

ani
a.

Eser
izio 3.15

Sia

L[u] =

∫

1

0

(

1

2
(∂tu)

2 −
c2

2
(∂xu)

4

)

una lagrangiana per la funzione u, assunta periodi
a in [0, 1]. S
rivi le equazioni di Eulero Lagrange

per u.
Determina l'energia me

ani
a.

Eser
izio 3.16

Considera la lagrangiana

L =

∫

L

0

ρ

2
(∂tv)

2 − T

∫

L

0

√

1 + ∂xv2

Trova le equazioni del moto. Linearizza le equazioni del moto.

Eser
izio 3.17

Sia

L[u] =

∫

1

0

(

1

2
(∂tu)

2 −
c2

2
u2(∂xu)

2

)

una lagrangiana per la funzione u, assunta periodi
a in [0, 1]. S
rivere le equazioni di Eulero

Lagrange per u.
Determina l'energia me

ani
a.
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Ri
onos
i 
he le 
ostanti risolvano le equazioni, e linearizza l'equazione intorno a una 
ostante non

nulla.

Eser
izio 3.18

Sia

L[u] = U
−
(u(0, t), t) + U+(u(1, t), t) +

∫

1

0

(

1

2
(∂tu)

2 −
c2

2
(∂xu)

2

)

la Lagrangiana per una 
orda vibrante, 
on forzanti agli estremi x = 0 e x = 1 di energia potenziale

U
−
(u(0, t), t), U+(u(1, t), t). Considerando 
ome spazio dei moti possibili le funzioni u(x, t) regolari,

senza 
ondizioni al bordo, ri
avare le equazioni di Eulero�Lagrange 
onsiderando variazioni δu
aribitrarie, e determinare le 
ondizioni al 
ontorno 
he deve soddisfare u(x, t).

Eser
izio 3.19

Considera la lagrangiana

L[u] = b(t)u(1, t) +
1

2

∫

1

0

(

(∂tu)
2 − (∂xu)

2
)

dx


on b(t) funzione regolare assegnata.

Determina le equazioni del moto, e la 
ondizione al 
ontorno in x = 1, 
he si ottengono imponendo

la stazionarietà dell'azione nello spazio dei moti u(x, t) 
on u(0, t) = 0.

Eser
izio 3.20 C

onsidera l'equazione in R

∂2
t u = ∂2

xu+ eu
2
−u − 1

Determina le soluzioni stazionarie del tipo u(x, t) = ū, 
on ū 
ostante reale e trova le equazioni del

moto per pi

oli spostamenti intorno all'equilibrio.
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