
8 Equazione di Lapla
e e Poisson

Al
uni dei seguenti eser
izi sono tratti dalle dispense di un 
orso di Fisi
a Matemati
a

per Ingegneri, del prof. E. Cirillo, 
he trovate nella 
artella NoteAggiuntive 
on il nome

ENMC.pdf (in qual
he 
aso 
i sono suggerimenti e risposte).

Eser
izio 8.1

Risolvere l'equazione di Lapla
e △u = 0 nell'interno del rettangolo [0, a]× [0, b], e 
on 
ondizioni al

bordo u(x, 0) = sin(3πx/a) per x ∈ [0, a], e nulla sugli altri tre lati.

Eser
izio 8.2

Sia f ∈ C
1([0, a]) e nulla agli estremi. Risolvere l'equazione di Lapla
e △u = 0 nell'interno del

rettangolo [0, a]× [0, b], e 
on 
ondizioni al bordo u(x, 0) = f(x) per x ∈ [0, a], e nulla sugli altri tre

lati.

Eser
izio 8.3

Risolvere l'equazione di Lapla
e △u = 0 nell'interno del rettangolo [0, a]× [0, b], e 
on 
ondizioni al

bordo u(x, 0) = sin(πx/a) e u(x, b) = sin(3πx/a) per x ∈ [0, a], e nulla sugli altri due lati.

Eser
izio 8.4

Risolvere l'eser
izio pre
edente 
ome sovrapposizione delle soluzioni dell'equazione di Lapla
e 
on


ondizioni al bordo nulle tranne 
he sul bordo y = 0 e y = b rispettivamente.

Eser
izio 8.5

Risolvere l'equazione di Lapla
e △u = 0 nell'interno del rettangolo [0, a]× [0, b], e 
on 
ondizioni al

bordo u(0, y) = 0, u(a, y) = V , per y ∈ [0, b], e u(x, 0) = V x/a = u(x, b) per x ∈ [0, a].

Eser
izio 8.6

Si trovino tutti i polinomi di se
ondo grado 
he risolvono l'equazione di Lapla
e nel piano.

Eser
izio 8.7

Si trovi qual
he soluzione espli
ita non nulla dell'equazione di Lapla
e nel rettangolo [0, a] × [0, b],

on u(x, 0) = 0 per x ∈ [0, a] e u(0, y) = 0 per y ∈ [0, b].

Eser
izio 8.8

Si trovi qual
he soluzione espli
ita non nulla dell'equazione di Lapla
e nel rettangolo [0, a] × [0, b],

on u(x, b) = 0 per x ∈ [0, a] e u(0, y) = 0 per y ∈ [0, b].

Eser
izio 8.9 **

Utilizzando gli eser
izi per
edente, mostrare 
ome si può risolvere l'equazione di Lapla
e nel rettan-

golo [0, a] × [0, b] 
on 
ondizioni al 
ontorno regolari date da

u(x, 0) = f−(x), u(x, b) = f+(x) per x ∈ [0, a]

e

u(0, y) = g−(y), u(a, y) = g+(y) per y ∈ [0, b]


on f±
e g± di 
lasse C

1
. Preliminarmente, dare le 
ondizioni su f±

e g± in modo 
he le 
ondizioni

al 
ontorno siano 
omplessivamente 
ontinue.
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Eser
izio 8.10 Il 
ondensatore piano a fa

e parallele

Risolvere l'equazione di Lapla
e nella stris
ia [0, a] × R, 
on 
ondizioni al bordo u(0, y) = 0 e

u(a, y) = V per y ∈ R.

Eser
izio 8.11 Dati al bordo dis
ontinui

Risolvere l'equazione di Lapla
e nel rettangolo [0, a] × [0, b], 
on u(x, 0) = 0 e u(x, b) = V per

x ∈ [0, a], e u(0, y) = 0 = u(a, y) per y ∈ [0, b].
Ri
ordo 
he si può sviluppare 
on sin(kx/a), k ≥ 1, an
he una funzione 
he non è nulla ai bordi

x = 0 e x = a (naturalmente la serie non onvergerge ai bordi).

Eser
izio 8.12

Risolvere l'equazione di Lapla
e nel quadrato [0, π] × [0, π], 
on u(x, 0) = 0 e u(x, π) = f(x), e 
on

∂xu(0, y) = 0 = ∂xu(π, y), per y ∈ [0, π].

Eser
izio 8.13

Risolvere l'equazione di Lapla
e nella 
orona 
ir
olare |x| = ρ ∈ [r,R], 
on dati al 
ontorno u(x) = a
per ρ = r, e u(x) = 0 per ρ = R.

Dis
uti il limite della soluzione per r → 0.

Eser
izio 8.14 Super�
i minime

Sia (x, y) → (x, y, f(x, y)) una super�
ie, 
on (x, y) ∈ Ω dominio del piano. Sia S[f ] l'area della

super�
ie. Determinare le equazioni per f 
he rendono stazionario (minimo) il funzionale S[f ].
Risolvere l'equazione nel 
aso in 
ui Ω sia una 
orona 
ir
olare di raggi r e R, 
on r < R, e 
on i

dati al 
ontorno f(x) = 0 per |x| = R, e f(x) = a se |x| = r. Dis
utere l'esistenza di una soluzione

regolare, e il limite per r → 0.

(Fate attenzione all'espressione della divergenza in 
oordinate polari...)

Eser
izio 8.15

Risolvere l'equazione di Lapla
e nella 
orona 
ir
olare |x| = ρ ∈ [r,R], 
on dati al 
ontorno u(x) = 0
per ρ = r, e u(x) = x1 per ρ = R.

Eser
izio 8.16 Gravità sottoterra

Considera un 
orpo a simmetria sferi
a, 
avo al 
entro. Determina il 
ampo gravitazionale all'interno

risolvendo l'opportuno problema di Lapla
e.

Eser
izio 8.17 Corpi 
elesti sferi
i

Considera un 
orpo 
eleste sferi
o 
on il 
entro nel punto x ∈ R
3
, 
on densità di massa omogenea,

in un 
ampo gravitazionale generato da una massa puntiforme posta nell'origine. Mostra 
he la

risultante della forza 
he agis
e sul 
orpo è pari a quella 
he agirebbe sul suo 
entro se tutta la

massa fosse lì 
on
entrata (utilizza il teorema della media).

Mostra 
he lo stesso risultato vale se il 
orpo ha una densità 
he varia solo 
on la distanza dal suo


entro.

NB Il 
ampo generato da una massa a simmetria sferi
a è uguale a quello di una pari massa

puntiforme posta nel 
entro. Questo eser
izio riguarda l'e�etto subito da un 
orpo a simmetria

sferi
a immerso in un 
ampo gravitazionale.

Eser
izio 8.18 Poisson a simmetria radiale
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Risolvi l'equazione di Poisson △u = f in R
2

on f a simmetria radiale, e a supporto 
ompatto.

Risolvi la stessa equazione nel 
aso tridimensionale, 
on f = f(|x|).
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