
6 Uguaglianze e limiti

Eser
izio 6.1

Siano f e g due funzioni s
alari in R
n
. Prova 
he

∇(fg) = f∇g + g∇f

Eser
izio 6.2

Sia w un 
ampo vettoriale in dimensione n, e sia f una funzione s
alare. Prova 
he

div (fw) = ∇f ·w + f divw

Eser
izio 6.3

Cal
olare la divergenza del 
ampo vettoriale x̂ in R
n
per x 6= 0.

Eser
izio 6.4

Sia A una matri
e; 
al
olare la divergenza del 
ampo vettoriale Ax in R
n
.

Eser
izio 6.5

Siano a e b due vettori in R
n
. Con il simbolo a ⊗ b indi
o il prodotto tensore, 
ioè la matri
e di


oe�
ienti aibj (equivalentemente, è il prodotto tra il vettore riga a e il vettore 
olonna b).

Cal
olare la divergenza di Ax̂, dove A è una matri
e, mostrando 
ome si estrime in funzione della

tra

ia di A e di Ax̂⊗ x̂.

Eser
izio 6.6

Sia v un vettore, 
al
ola la divergenza di x̂⊗ x̂ v.

Eser
izio 6.7

Sia f una funzione in R
n
. Provare 
he

(∇f)(x− y) = ∇x(f(x− y)) = −∇y(f(x− y))

Eser
izio 6.8

Sia f(x) una funzione regolare in R
3
. Cal
ola il limite per ε → 0 di

∫
|x|=ε

σ(dx)
1

|x|2
f(x)

Eser
izio 6.9

Sia f ∈ C1(R2) a supporto 
ompatto. Provare, isolando la singolarità, 
he

∫
R2

x− y

|x− y|2
· ∇f(y) dy = cf(x)

per un'opportuna 
ostante c.

Eser
izio 6.10
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Sia v(x) un 
ampo vettoriale regolare in R
3
. Cal
ola il limite per ε → 0 di

∫
|x|=ε

σ(dx)
x⊗ x

|x|4
v(x)

Eser
izio 6.11

Cal
olare la derivata temporale e il lapla
iano in R
n
della funzione

u(x, t) =
1

tn/2
e−|x|2/t

Trovare ν tale 
he u risolva ∂tu = ν△u.

Eser
izio 6.12 * S
aling paraboli
o per l'equazione del 
alore

Sia u(x, t) soluzione di ∂tu = ν△u. Per quali α e β parametri positivi la funzione u(αx, βt) è

soluzione della stessa equazione?

Risolvere lo stesso problema per l'equazione delle onde, e dis
utere la di�erenza tra le due risposte.
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