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1 Catene di Markov: Teorema H e convergenza
all’equilibrio

Una proprieta generale delle catene di Markov é il fatto che ’entropia relativa
tra due misure di probabilita che si evolvono con la stessa catena di Markov
diminuisce (non cresce). Da questa proprieta discende anche, sotto opportune
ipotesi sulla matrice di transizione, 'esistenza di una unica misura limite e
la convergenza ad essa.

Teorema 1.1 Teorema H.

Consideriamo una catena di Markov a stati discreti con matrice di transizione
A ad elementi tutti positivi. Siano p e q due misure di probabilita e ¢ = ATq,
p' = ATp le loro evolute. Allora

D(Y'|d") < D(plg),
dove il segno di equaglianza si ha solo se p = q.

Dimostrazione. Ricordiamo che le probabilita evolvono con la trasposta della
matrice di transizione A : cioé

p; = Z Ajips.
J

Definiamo inoltre ¢(z) = xlog .
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Nella sesta riga abbiamo applicato Jensen utilizzando il fatto che, per
ogni ¢,
A
e
; 4;

mentre nella settima abiamo sommato su .

Inoltre, essendo ¢ strettamente convessa e ¢; positiva for any ¢, I'egua-
glianza vale solo se p; = cq; per ogni ¢ ed ovviamente, essendo p e ¢ misure
di probabilita la ¢ = 1.

IN

1.1 Convergenza all’equilibrio

Possiamo notare che come immediato corollario del Teorema precedente ot-
teniamo che se ¢ & stazionaria: cioé se ¢ = A”q, allora ’entropia relativa tra
(AT)tp e q decresce con t (a meno che per qualche ¢ non sia p = q).

Sembra quindi ragionevole che una misura di probabilita che evolve secon-
do una catena di Markov tenda per n — oo all’equilibrio e che questo equil-
brio sia unico. Qui dimostreremo questo teorema che sara essenzialmente un
corollario del Teorema precedente.

Teorema 1.2 Convergenza all’equilibrio.



Consideriamo una catena di Markov a stati finiti con matrice di transizione
A ad elementi tutti positivi. Sia p la misura di probabilita iniziale e sia

pe = (A")'p
la misura al tempo t.
Allora,
lim p, = p,
dove p € l'unica soluzione di
p=A"p
Dimostrazione.
Per il Teorema H sappiamo che
D(ps|pesa

¢ una sequenza non crescente. Quindi, dato che é anche limitata dal basso,
esiste

D= tlgg D (pt|pes1-

Sia quindi (P, P’) un punto di accumulazione per la coppia p, pyi1-
Per la continuita dell’entropia relativa deve essere

D = D(p,p').
~ Vogliamo far vedere che D =0 e che quindi P = P’ (notiamo infatti che
D =0 solo se P=P’).
Supponiamo per assurdo che non lo sia.
Allora, chiamando Q = ATP e Q' = AT P’ troviamo
DQIQ) < D(P|P).
Ma sia @) che @' sono punti di accumulazione di (p;, pi+1), quindi troviamo

D=D(Q,Q)<D(P,P)=D

il che & assurdo.

2 Filogenesi a partire da matrici di distanze

Diamo qui due definizioni equivalenti di matrice di distanze additive.



2.1 Distanze additive

Definizione 2.1 Additivita.

Una matrice di distanze d; ; = 1,5 € {1..n} si dice additiva se esiste un albero
T sul quale, per ogni coppia di foglie 1,7, la distanza su'l tra i e j coincide
con d; ;.

Definizione 2.2 Condizione a Quattro Punti.

Una matrice di distanze d;; : 1,5 € {1..n} si dice soddisfare la condizione
a quattro punti se, per ogni quartetto di foglie 1,7, k,l, chiamando D =
dij +dig, Dy =diy +djy, D3 = d;; +d; i, vale una delle tre sequenti:

.D1<D2:D3
.D2<D1:D3
o Dy < Dy =D,

Teorema 2.1 Una matrice di distanze € additiva se e solo se soddisfa alla
condizione a quattro punti.

2.2 Neighbour Joining

Dimostriamo che l'algoritmo Negihbor-Joining ricostruisce esattamente la
filogenesi quando la matrice ¢ additiva. L’algoritmo iterativamente sceglie
una coppia, la sostituisce con un altra foglia, di cui ricalcola le distanze, fino
a quando non si rimangono solo 3 foglie.

Per dimostrare qundi che 1’algortitmo ¢ corretto basta dimostrare che la
coppia di foglie che minimizza D, ; ¢ un cherry, cio¢ una coppia di foglie che
sono attaccate allo stesso nodo.

Infatti, una volta che cio sia assicurato, possiamo notare che 1'operazione
di sostituzione delle due foglie con una foglia trasforma la matrice additiva
in una matrice additiva.

Teorema 2.2 La coppia i,j che minimizza D;; € un cherry.

Dimostrazione. Prima di tutto definiamo, per ogni nodo, k, la quantita
Qr=> di; (2.1)
i

cioé la somma delle distanze di questo nodo con tutte le foglie.
Data una foglia ¢ definiamo g; il nodo genitore di i.
Valgono i due seguenti Lemmata.
Lemma 1. Siano i e j due foglie. Allora
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o se g ==g,
—(N =2)D;; = Qq

e altrimenti,

—(N =2)D;; < Qg + Qy,

Lemma 2. 1l massimo di (), al variare di k sui nodi interni ¢ preso su di
un nodo che e’ collegato a due foglie.

Dimostriamo prima di tutto che come conseguenza del Lemma 1 e del
Lemma 2 otteniamo il Teorema. Sia infatti & il nodo interno che massimizza
@i che per il Lemma 2 sappiamo essere un nodo collegato a due foglie.
Chiamiamo queste due foglie 7 e j. Per il Lemma 1 sappiamo che —(N —
2)g;; = Qk. Dobbiamo quindi far vedere che per ogni altra coppia i, tali
che g; # g; si ha D;; > D;;. Cio si ottiene facilmente notando che, sempre
per il Lemma 1, se g; # g;, allora

Qg + @y,

~(N = 2)Di; <

< m}?XQk =Q; = —(N — 2)Dg’3

Dimostrazione Lemma 1. Prima di tutto notiamo che data una foglia ¢
la sua distanza da una foglia f, f # i soddisfa

dijp = dg, .y + dig,,
mentre se ¢ = f ovviamente
0=d;; =dg;—dg,.
Sommando quindi su tutte le foglie otteniamo
Qi =Qr+ (N —2)d,,.
Se consideriamo quindi due foglie 7, j troviamo
Qi+ Qj = Qg + Qg + (N —2)dig, + (N —2)djy,. (2.2)

D’altronde,

f !

Quindi, utilizzando le (2.2), (2.3) otteniamo

—(No)Djj = Qi+ Q;—(N—-2)d; ; = Qg +Qg, —(N—2)d; j+(N—2)d; 3, +(N—2)d; o,
(2.4)



Il Lemma si ottiene quindi notando che se g; = g; allora d; ; = d; 4, + d;;,
mentre se d; ; < d; g, + djg. .

Dimostrazione Lemma 2. Dato un nodo k siano k, ko, k3 i tre nodi cui k €
collegato, e siano 17, T», T3 i 3 alberi che hanno come nodo genitore kq, ks, k3
rispettivamente. Ovviamente ’albero T; potrebbe consistere del solo nodo
k;. Qui vogliamo appunto dimostrare che per il nodo k che massimizza Qy,
due tra ki, ko, k3 sono foglie. Chiamiamo N il numero di foglie dell’albero

T ed N; il numero di foglie dell’albero T;. Si verifica facilmente che per ogni
1=1,2,3,

95

Qr = Qr, — (N = 2N)|T}|dy ; (2.5)

infatti le foglie dell’albero T} sono piu vicine a al nodo k; di una distanza
di, mentre per le foglie non contenute in 7; vale il contrario. Dato che
N; + Ny + N3 = N possiamo notare che almeno uno di questi ¢ minore
o uguale di N/3 e quindi minore di N/2. Quindi, chiamando i quel nodo
troviamo Qi < Q, il che ci porta ai seguenti tre casi:

e se k ¢ collegato solo a nodi interni allora non pu6é massimizzare QJ;

e se k ¢ collegato ad una sola foglia (e quindi anche a due nodi interni)
allora, chiamando senza perdita di generalita k; la foglia troviamo Ny =
1. Cio vuol dire che Ny + N3 = N — 1 e che quindi almeno uno tra N;
ed Ny & minore di N/2. Quindi, di nuovo ()} non puo essere massimo.

e Rimane quindi solo il caso in cui k sia collegato a due foglie che era
quanto volevamo dimostrare.

2.3 Formula di Pauplin

Teorema 2.3 Formula di Pauplin
Sia T con n foglie e sia L la lunghezza totale dell’albero, cioé la somma delle
lunghezze dei suoi legami. Allora vale la sequente formula

L= Z 27t d, (2.6)
a,b

dove t,p € il numero di nodi che bisogna attraversare per andare dalla foglia
a alla foglia b.

Dimostrazione. Dato un legame k chiamiamo [, la sua lunghezza. Chiamiamo
W, I'insieme dei legami sul cammino tra la foglia a e la foglia b. Chiamando



P la somma di Pauplin abbiamo

P = Za b 27t“"bda7b
= Za,b ZkeWa,b 27taby

2
2.
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(2.10

Possiamo ora notare che se il legame £ ¢ in W, ; allora a si trova da una parte
di k£ mentre b & dall’altra. Quindi. a meno di rinominare le foglie, possiamo
ottenere che le a sono sempre da una parte (la parte sinistra per esempio),
mentre le b sono sempre dall’altra (quella destra). Quindi

21%%,)2—%: Z Z 9 tab (2.11)
a,b

a€sinistra bEdestra

dove abbiamo chiamato S l’albero che ha come radice il nodo sinistro del
legame k (che chiamiamo s) e D 'albero che ha come radice il nodo destro
del legame k che chiamiamo d.

Possiamo allora notare che

ta,b - Sa + Db

dove S, é la profondita del nodo a nell’albero S e dove Dy, é la profondita del
legame b nell’albero D. Allora

DD ot =3 N oS =N o N o P =1 =1 (212)

a€S beD a€S beD a€sS beD

grazie all’eguaglianza di Kraft !

Un altra importante proprieta della lunghezza di Pauplin ¢ che essa, vista
come funzione della topologia t, ¢ minima sull’albero vero.

Qui ci limiteremo a mostrare che la lunghezza di Pauplin ¢ minimo locale
sull’albero giusto.

Per fare cio dobbiamo prima introdurre il concetto di locale.

Definizione 2.3 Mosse ammissibili.

Dato un albero T consideriamo un suo legame k che separa in due parti
l’albero in modo che da ogni parte del legame vi siano almeno due foglie.
Chiamiamo s e d i nodi connessi dal legame k. Chiamiamo o, 3, i figl di s;
v,0, 1 figli di d.

Chiamiamo A e B i due alberi figli di s, e C' e D i due alberi figli di d.

Allora una mossa di tipo () € una mossa per la quale la struttura interna
di A, B,C, D rimane inalterata, ma in cui A & collegato con C' e B ¢ collegato
con D. Ovviamente si pud anche collegare A con D e B con C.
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Vale allora il seguente teorema.

Teorema 2.4 Sia T [’albero esatto e sia T" un qualunque albero che si pud
ottenere a partire dall’albero T con una sola mossa di tipo Q. Allora

P(T') > P(T)

Dimostrazione. Sia k il legame che tagliamo e siano A, B, C, D, i sotto alberi
definiti sopra. Dato che T' é ’albero esatto, per ognia € A,b € B,c € C,d €
D vale

da,b + dc,d < da,c + db,d - da,d + db,c-

Consideriamo la mossa per la quale A viene collegato con C' e B viene colle-
gato con D ottenendo cosi 'albero 7”. Definiamo per X #Y € {A, B,C, D}

Pxy = Z dp 27l

zeX,yeY

dove [, ed L, sono rispettivamente le profondita di = ed y nel sottoalbero
X e nel sottoalbero Y. Chiamiamo inoltre P(X, X) per X € {A, B,C, D} la
lunghezza di Pauplin per il sottoalbero X :

PX,X = E dx1,x22_tml’m2'

r1EX,x0€X

Possiamo allora notare che

1

1
P(T) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D)—|—— (PA,B + PC’D)—FZ (PA,C -+ PB,D + Psp + PB,C)

2
(2.13)

mentre

/ 1 1
P(T") = P(A)+P(B)+P(C)+P(D)+z (Pac + Ppp)+- (Pag+ Pe,p + Pap + Ppc)

2 4

(2.14)
Sottraendo P(T") da P(T") troviamo

1
P(T") - P(T) = 1 (Pac + Ppp — Pap+ Pep) (2.15)
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Concludiamo facendo vedere che P4 ¢+ Pp p— Pap— FPc p € la combinazione
convessa di d, . + dp g — dgp — deq con opportuni pesi e quindi ¢ positiva.
In formule

—lg—lp—lc—1
Poc+Ppp—Pap—Pop= Y 27 veTla(d, 4 dyg —dop — dea) <0,
a€A,beB,ceC,deD

(2.16)
dove abbiamo usato il fatto che )7 _ 27% =1, e quindi, per esempio, che

E —ta+ttc _ § —lg—lp—lc—1
PA,C = 2 da,c - 2 b dda,c

a€cA,ceC a€A,beB,ceC,deD

dato che le somme su b e d danno 1.



